
aNALIZ SPOSOBOW PODAWLENIQ
KWADRUPOLXNYH KOLEBANIJ PUˆKA PROTONOW

p.t. pA[KOW

gnc rf iNSTITUT FIZIKI WYSOKIH “NERGIJ, pROTWINO, rOSSIQ

oBYˆNO DLQ PODAWLENIQ SINFAZNYH KWADRUPOLXNYH KOLEBANIJ PUˆKA PROTONOW ISPOLXZUET-

SQ MODULQCIQ AMPLITUDY USKORQ@]EGO NAPRQVENIQ (SM., NAPRIMER, [1]). nIVE POKAZANA PRIN-
CIPIALXNAQ WOZMOVNOSTX ISPOLXZOWANIQ DLQ “TOJ CELI W USKORITELE TIPA u-70 DOPOLNITELXNOJ

CEPI OBRATNOJ SWQZI W SISTEME AWTOMATIˆESKOJ PODSTROJKI ˆASTOTY USKORQ@]EGO. pROWEDEN

SRAWNITELXNYJ ANALIZ “TIH DWUH SPOSOBOW PODAWLENIQ KWADRUPOLXNYH KOLEBANIJ. rASˆëTY

WYPOLNENY W PRIBLIVENII [IROKIH POLOS PROPUSKANIQ CEPEJ OBRATNYH SWQZEJ.

pRODOLXNYE KOLEBANIQ ˆASTIC W PROTONNOM SINHROTRONE PRI NALIˆII MODULQCII AMPLI-
TUDY I FAZY USKORQ@]EGO NAPRQVENIQ OPISYWA@TSQ FAZOWYM URAWNENIEM:

d∆p

dt
=

eV

2πR0

[(
1 +

∆V (t)

V

)
cosϕ− cosϕs

]
; (1)

dϕ

dt
=

qη

m0γR0
∆p+∆ω1 +∆ω2, (2)

GDE ∆p = p − ps — OTKLONENIE IMPULXSA ˆASTICY p OT SINHRONNOGO ZNAˆENIQ p = ps; e —

ZARQD, m0 — MASSA PROTONA; ϕ I ϕs — SOOTWETSTWENNO FAZA ˆASTICY I SINHRONNAQ FAZA, OT-
SˆITYWAEMYE OTNOSITELXNO MAKSIMUMA USKORQ@]EGO NAPRQVENIQ W OTSUTSTWIE MODULQCII EGO

AMPLITUDY; R0 — SREDNIJ RADIUS USKORITELQ; γ — RELQTIWISTSKIJ FAKTOR; η = 1/γ2tr − 1/γ2

(γtr — KRITIˆESKAQ “NERGIQ USKORITELQ W EDINICAH “NERGII POKOQ PROTONA); ∆ω1 — POPRAWKA K

ˆASTOTE USKORQ@]EGO NAPRQVENIQ ωRF , WYRABATYWAEMAQ SISTEMOJ AWTOMATIˆESKOJ PODSTROJKI

ˆASTOTY USKORQ@]EGO NAPRQVENIQ; ∆ω2 — ˆASTOTNYJ SIGNAL, WYRABATYWAEMYJ DOPOLNITELX-

NOJ CEPX@ OBRATNOJ SWQZI PRI WOZNIKNOWENII KOLEBANIJ DLINY SGUSTKOW ˆASTIC; V — NOMI-
NALXNOE ZNAˆENIE AMPLITUDY USKORQ@]EGO NAPRQVENIQ, A ∆V (t) — Eë MODULQCIQ NA ˆASTOTE

KWADRUPOLXNYH KOLEBANIJ.

sˆITAQ FAZOWYE KOLEBANIQ ˆASTIC MALYMI (|ϕ−ϕs| � 1), PEREJDëM OT PEREMENNYH (ϕ,∆p) K

PEREMENNYM (x, y), W KOTORYH FAZOWYE TRAEKTORII ˆASTIC W OTSUTSTWIE WOZMU]ENIJ QWLQ@TSQ

OKRUVNOSTQMI,

x = ϕ− ϕs, y =
|η|ωRF
Ω0

∆p

ps
,

GDE Ω0 — ˆASTOTA MALYH FAZOWYH KOLEBANIJ. pOLAGAQ DALEE x = x̄ + ∆x, y = ȳ + ∆y, GDE

(x̄, ȳ) — KOORDINATY CENTRA TQVESTI PUˆKA, A (∆x,∆y) — SOOTWETSTWENNO OTKLONENIQ KOOR-
DINAT ˆASTIC OTNOSITELXNO (x̄, ȳ), POLUˆAEM POSLE USREDNENIQ SISTEMY URAWNENIJ (1), (2) PO

RASPREDELENI@ ˆASTIC W SGUSTKAH:

˙̄y = ax̄+
a cotϕs

2
(x̄2 +∆x2) + a

∆V

V
cotϕs; (3)

˙̄x = −ay +∆ω1(x̄, ȳ) + ∆ω2(∆x2,∆y2), (4)

GDE kx, ky PROPORCIONALXNY KO“FFICIENTAM USILENIQ W CEPQH FAZOWOGO I RADIALXNOGO KONTUROW

SISTEMY SOOTWETSTWENNO; |a| = Ω0, A ZNAK a PROTIWOPOLOVEN ZNAKU PARAMETRA η.
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nIVE PRI WYWODE FORMUL DLQ DEKREMENTOW ZATUHANIQ KWADRUPOLXNYH KOLEBANIJ W PUˆKE

ISPOLXZUETSQ TAKVE SISTEMA DIFFERENCIALXNYH URAWNENIJ DLQ WTORYH MOMENTOW [2, 3]:

ū = u0 = const;

˙̄v = −2aw̄; (5)

˙̄w = 2av̄ + au0
∆V

V
+ au0 cotϕsx̄,

GDE — u = (∆x)2 + (∆y)2, v = (∆x)2 − (∆y)2, w = 2∆x∆y.

pROANALIZIRUEM SNAˆALA PROCESS PODAWLENIQ KWADRUPOLXNYH KOLEBANIJ S POMO]X@ ˆASTOT-

NOJ MODULQCII USKORQ@]EGO NAPRQVENIQ, POLAGAQ ∆V = 0. pRI WOZNIKNOWENII W PUˆKE KWA-
DRUPOLXNYH KOLEBANIJ MAKSIMUM LINEJNOJ PLOTNOSTI ZARQDA ˆASTIC W SGUSTKAH KOLEBLETSQ S

ˆASTOTOJ, RAWNOJ UDWOENNOJ ˆASTOTE FAZOWYH KOLEBANIJ, ˆTO MOVNO ISPOLXZOWATX W KAˆESTWE

ISHODNOGO SIGNALA W DOPOLNITELXNOJ CEPI OBRATNOJ SWQZI. w TAKOM SLUˆAE FORMULA DLQ ∆ω2
MOVET BYTX ZAPISANA W WIDE

∆ω2 = −kxG
∆ρmax
ρmax

, (6)

GDE ∆ρmax = ρmax,0−ρmax — OTKLONENIE MAKSIMUMA LINEJNOJ PLOTNOSTI ZARQDA SGUSTKOW ρmax
OT EGO RAWNOWESNOGO ZNAˆENIQ ρmax,0; G = |G|eiχ— KOMPLEKSNYJ KO“FFICIENT. uˆITYWAQ DALEE,
ˆTO PRI MALYH OTKLONENIQH DLINY SGUSTKOW OT RAWNOWESNOGO ZNAˆENIQ NA WELIˆINU |∆xmax| �
xmax SPRAWEDLIWY SOOTNO[ENIQ — ∆ρmax = −ρmax∆xmax/xmax, v̄ = 2u0(∆xmax/xmax), SISTEMA

URAWNENIJ (3), (4) MOVET BYTX ZAPISANA W WIDE

¨̄x+ kx ˙̄x+ κΩ20x̄ = −kxg ˙̄v, (7)

GDE κ = 1 + |ky|/Ω0. pRAWAQ ˆASTX “TOGO URAWNENIQ PROPORCIONALXNA ˙̄v, PO“TOMU ONO DOLVNO

BYTX DOPOLNENO DIFFERENCIALXNYM URAWNENIEM OTNOSITELXNO WTOROGO MOMENTA v̄, KOTOROE,

SOGLASNO (5), IMEET WID

¨̄v + 4Ω20v̄ = −2u0Ω20 cotϕsx̄. (8)

tAKIM OBRAZOM, KWADRUPOLXNYE KOLEBANIQ SGUSTKOW ˆASTIC W PUˆKE OPISYWA@TSQ SISTEMOJ IZ

DWUH DIFFERENCIALXNYH URAWNENIJ WTOROGO PORQDKA. pOLAGAQ x̄, v̄ ∼ exp(−iωt), PRIHODIM K

HARAKTeRISTIˆESKOMU URAWNENI@ OTNOSITELXNO ˆASTOTY ω:

(ω2 − 4Ω20)(ω
2 + ikxω − κΩ0) = iωkxΩ

2
0 cotϕsG. (9)

sWQZX MEVDU DIPOLXNYMI I KWADRUPOLXNYMI KOLEBANIQMI W PRAKTIˆESKI INTERESNYH SLU-
ˆAQH ˆREZWYˆAJNO SLABA, PO“TOMU RE[ENIE URAWNENIQ (9) OTNOSITELXNO ˆASTOTY ω MOVNO IS-

KATX W PREDPOLOVENII, ˆTO ONO MALO OTLIˆAETSQ OT RE[ENIQ ω = 2Ω0, IME@]EGO MESTO DLQ

KWADRUPOLXNYH KOLEBANIJ SGUSTKOW W OTSUTSTWIE NELINEJNOSTI USKORQ@]EGO POLQ. uˆITYWAQ

TAKVE, ˆTO OBYˆNO kx, |ky| � 1, MOVNO POLUˆITX IZ (9) SLEDU@]U@ FORMULU DLQ DEKREMENTA

Im ω:

Im ω = −|G|Ω0kx cotϕs
2(k2y + 4k2x)

(|ky| cosχ− 2kx sinχ). (10)

iZ FORMULY (10) WIDNO, ˆTO “KSTREMUMY Im ω SOOTWETSTWU@T ZNAˆENIQM tanχ = −2kx/|ky|.
tAK KAK DLQ ZATUHANIQ KWADRUPOLXNYH KOLEBANIJ W PUˆKE NEOBHODIMO IMETX Im ω < 0, TO

IZ “TOGO SLEDUET, ˆTO NIVE KRITIˆESKOJ “NERGII (γ < γtr, cotϕs < 0) MAKSIMUM DEKREMENTA

IMEET MESTO PRI χ = π− arctan2kx/|ky|, a ZA KRITIˆESKOJ “NERGIEJ (γ > γtr, cotϕs > 0) — PRI

χ = − arctan2kx/|ky|.
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rIS. 1: zAWISIMOSTX Imω OT FAZY χ (γ < γtr —
SPLO[NAQ LINIQ, γ > γtr — PUNKTIR).

nA RIS. 1 PREDSTAWLENA ZAWISIMOSTX Im ω (χ)

W EDINICAH |G|Ω0, RASSˆITANNAQ S POMO]X@

FORMULY (10) DLQ SLUˆAQ kx = |ky| I cosϕs =

0, 5. wIDNO, ˆTO NIVE KRITIˆESKOJ “NERGII

(SPLO[NAQ LINIQ) ZATUHANIE KWADRUPOLXNYH

KOLEBANIJ OBESPEˆIWAETSQ W SLUˆAE, ESLI FA-

ZA χ UDOWLETWORQET USLOWI@ 0, 46 < χ < 3, 6;
WY[E KRITIˆESKOJ “NERGII (PUNKTIR) DIAPA-

ZON FAZ, DLQ KOTOROGO Im ω < 0, SDWIGAETSQ

NA −π: −2, 68 < χ < 0, 46. mAKSIMALXNAQ WE-

LIˆINA DEKREMENTA ZATUHANIQ KWADRUPOLXNYH

KOLEBANIJ W RASSMATRIWAEMOM SLUˆAE RAWNA:

|Im ω|max � 0, 13Ω0|G|.
pROANALIZIRUEM TEPERX SLUˆAJ PODAWLENIQ

KWADRUPOLXNYH KOLEBANIJ S POMO]X@ OTRICA-
TELXNOJ OBRATNOJ SWQZI, WOZDEJSTWU@]EJ NA

AMPLITUDU USKORQ@]EGO NAPRQVENIQ (∆ω2 =

0, ∆V �= 0). s CELX@ OBLEGˆENIQ SRAWNITELX-
NOGO ANALIZA SPOSOBOW PODAWLENIQ KWADRUPOLX-

NYH KOLEBANIJ, RASSMATRIWAEMYH W NASTOQ]EJ

RABOTE, WOSPOLXZUEMSQ DLQ OPREDELENIQ SIGNALA OBRATNOJ SWQZI ∆V/V SOOTNO[ENIEM, PODOB-

NYM (6): ∆V/V = G∆ρmax/ρmax. oTBROSIM NA WREMQ W (5) ˆLEN, PROPORCIONALXNYJ x̄, I POLO-
VIM ∆V/V = −Gv̄/2u0. w REZULXTATE PRIHODIM K DIFFERENCIALXNOMU URAWNENI@ OTNOSITELX-

NO WTOROGO MOMENTA v̄:
¨̄v −Ω20Gv̄ + 4Ω20v̄ = 0, (11)

IZ KOTOROGO, POLAGAQ v̄ ∼ e−iωt I SˆITAQ WOZMU]ENIE FAZOWOGO DWIVENIQ DOSTATOˆNO SLABYM

(|Im ω| � Ω0), IMEEM:

Im ω = −1
4
Ω0Im G. (12)

wIDNO, ˆTO NAIBOLX[AQ SKOROSTX ZATUHANIQ KWADRUPOLXNYH KOLEBANIJ IMEET MESTO PRI ˆISTO

MNIMOJ WELIˆINE KO“FFICIENTA G. sRAWNIWAQ MAKSIMALXNU@ WELIˆINU DEKREMENTA |Im ω|max,
POLUˆA@]U@SQ IZ FORMULY (12) S ANALOGIˆNOJ WELIˆINOJ, DAWAEMOJ RIS. 1, MOVNO WIDETX, ˆTO

PRI ODINAKOWYH KO“FFICIENTAH G W PERWOM SLUˆAE (PRI MODULQCII AMPLITUDY USKORQ@]EGO

NAPRQVENIQ) WELIˆINA DEKREMENTA PRIMERNO W DWA RAZA BOLX[E, ˆEM WO WTOROM.
nAJDëM DOBAWKU ∆(Im ω) K WELIˆINE DEKREMENTA (12), OBUSLOWLENNU@ RABOTOJ SISTEMY AW-

TOPODSTROJKI ˆASTOTY USKORQ@]EGO NAPRQVENIQ. s “TOJ CELX@ SNOWA WOSPOLXZUEMSQ SISTEMOJ

(3), (4), W KOTOROJ PRENEBREVëM NELINEJNYM ˆLENOM, A TAKVE POLOVIM ∆ω2 = 0. uRAWNENIE

DLQ x̄,

¨̄x+ kx ˙̄x+ κΩ20x̄ = −κ
Ω0G

2u0
cotϕs, (13)

DOLVNO RE[ATXSQ SOWMESTNO S URAWNENIEM (8). pOLAGAQ x̄, v̄ ∼ exp(−iωt), SNOWA PRIHODIM K

HARAKTERISTIˆESKOMU URAWNENI@ ˆETWëRTOJ STEPENI, PODOBNOMU URAWNENI@ (9), NO S DRUGOJ

PRAWOJ ˆASTX@:
(ω2 − 4Ω2)(ω2 + ikx − κΩ20) = −κGΩ20 cot

2 ϕs. (14)

s UˆëTOM SLABOJ SWQZI DIPOLXNYH I KWADRUPOLXNYH KOLEBANIJ OTS@DA IMEEM (W PRIBLIVENII

kx, |ky| � 1):

∆ (Im ω) =
GΩ0 cot

2 ϕs
2

kx|ky|
k2y + 4k2x

. (15)
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rIS. 2: sIGNAL ∆ω2, WYRABATYWAEMYJ W CEPI

OBRATNOJ SWQZI (B = 0, 05 — SPLO[NAQ LINIQ,
B = 0, 3 — PUNKTIR).

˜TOBY WYQSNITX PREDELY PRIMENIMOSTI

POLUˆENNYH WY[E ANALITIˆESKIH FORMUL, A

TAKVE RASSˆITATX POPRAWKI K DEKREMENTAM

Im ω, SWQZANNYE S UˆëTOM KONEˆNOJ DLITELX-
NOSTI SGUSTKOW ˆASTIC, ˆISLENNO INTEGRIRO-
WALASX ISHODNAQ NELINEJNAQ SISTEMA URAWNE-

NIJ (1), (2); REZULXTAT ˆISLENNYH RASˆëTOW IL-
L@STRIRUETSQ RIS. 2, NA KOTOROM PREDSTAWLEN

SIGNAL ∆ω2(t)/Ω0 W SLUˆAE, KOGDA DLQ PODA-
WLENIQ KWADRUPOLXNYH KOLEBANIJ ISPOLXZUET-

SQ ˆASTOTNAQ MODULQCIQ USKORQ@]EGO NAPRQVE-
NIQ. sPLO[NAQ LINIQ SOOTWETSTWUET KOROTKO-

MU SGUSTKU (B = 0, 05), A PUNKTIRNAQ LINIQ —
NELINEJNYM FAZOWYM KOLEBANIQM (B = 0, 3).

rASˆëT WYPOLNEN DLQ SLUˆAQ u-70 (γ =
√
3γtr,

cosϕs = 0, 5, G = −i). wELIˆINY DEKREMENTOW

POLUˆILISX RAWNYMI 0, 121Ω0 I 0, 153Ω0 SOOT-

WETSTWENNO. wOZRASTANIE WELIˆINY DEKREMEN-
TA Im ω S UWELIˆENIEM DLINY SGUSTKOW ˆASTIC

OBUSLOWLENO SOBSTWENNYM ZATUHANIEM KOLEBA-
NIJ, TO ESTX DEJSTWIEM RAZBROSA SINHROTRON-

NYH ˆASTOT ∆Ω ∼ B2.
dLQ NAHOVDENIQ POPRAWKI K WELIˆINE DEKREMENTA, SWQZANNOJ S UˆëTOM KONEˆNOJ DLINY

SGUSTKOW, MOVNO WOSPOLXZOWATXSQ OCENOˆNOJ FORMULOJ DLQ POROGA PRODOLXNOJ KWADRUPOLXNOJ

NEUSTOJˆIWOSTI (SM., NAPRIMER, RABOTU [4]), KOTORAQ MOVET BYTX PREDSTAWLENA W WIDE: λ/∆Ω =

1/2
√
2, GDE λ — INKREMENT NEUSTOJˆIWOSTI, RASˆITANNYJ W PRENEBREVENII RAZBROSOM ∆Ω. dLQ

KOROTKOGO SGUSTKA (B = 0, 05) MOVNO PRENEBREˆX WLIQNIEM NA REZULXTAT RAZBROSA ∆Ω, PO“TOMU

DANNYE DLQ DEKREMENTA Im ω, POLUˆENNYE S POMO]X@ FORMULY (10) I ˆISLENNOGO RASˆëTA,

SOWPADA@T. w SLUˆAE B = 0, 3 RAZBROS SINHROTRONNYH ˆASTOT RAWEN ∆Ω/Ω0 � 0, 96B2 = 0, 087.
sLEDOWATELXNO, POPRAWKA K WELIˆINE DEKREMENTA ZATUHANIQ KWADRUPOLXNYH KOLEBANIJ RAWNA:

∆|Im ω|= ∆Ω/2
√
2 = 0, 031Ω0.

dANNYJ REZULXTAT HORO[O SOGLASUETSQ S SOOTWETSTWU@]EJ WELIˆINOJ DEKREMENTA, PRIWEDENNOJ

WY[E.
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