
oB]EE WOLNOWOE URAWNENIE
W “LEKTROSTATIˆESKOM PRIBLIVENII

a.w.aGAFONOW
fIZIˆESKIJ INSTITUT IM. p.n.lEBEDEWA ran, mOSKWA, rOSSIQ.

rASSMOTRENY RAWNOWESIQ SILXNOTOˆNYH “LEKTRONNYH PUˆKOW W PRODOLXNOM MAGNITNOM PO-

LE DLQ SLUˆAEW INVEKCII PUˆKOW S “KRANIROWANNOGO I IMMERSIONNOGO KATODOW. wYWEDENO OB-

]EE WOLNOWOE URAWNENIE W “LEKTROSTATIˆESKOM PRIBLIVENII, KOTOROE IMEET KOMPAKTNYJ WID

I PRIMENIMO DLQ SAMOSOGLASOWANNYH RAWNOWESIJ (KAK DLQ SPLO[NYH, TAK I DLQ TRUBˆATYH

PUˆKOW) PRI USLOWII POSTOQNSTWA POLNOJ “NERGII ˆASTIC.

wWEDENIE

oDNIM IZ NEOBHODIMYH USLOWIJ KORREKTNOGO ISSLEDOWANIQ WOLNOWYH PROCESSOW W

INTENSIWNYH PUˆKAH QWLQETSQ POSTROENIE MODELEJ RAWNOWESNYH SOSTOQNIJ, DOPUSKA-
@]IH ANALITIˆESKIE RE[ENIQ, NO OTWEˆA@]IH KONKRETNYM USLOWIQM “KSPERIMENTOW.
pOSLEDNEE ZAMEˆANIE OBUSLOWLENO TEM, ˆTO ˆASTO RE[ABELXNOSTX MODELI ZATMEWAET EE

SOOTWETSTWIE FIZIˆESKIM USLOWIQM. nE MENEE WAVNYM QWLQETSQ WYWOD OB]EGO WOL-
NOWOGO URAWNENIQ DLQ TOˆNYH STACIONARNYH SOSTOQNIJ, ˆTO POZWOLQET SOPOSTAWLQTX

MEVDU SOBOJ RAZLIˆNYE PEREKRESTNYE ˆLENY, WOPROS OB UˆETE KOTORYH ˆASTO TAKVE

RASSMATRIWAETSQ, ISHODQ IZ USLOWIQ RE[ABELXNOSTI BEZ SOPOSTAWLENIQ IH OTNOSITELX-

NOGO WLIQNIQ.

1. oB]IJ PODHOD K OPISANI@ RAWNOWESIJ LAMINARNYH PUˆKOW

w CILINDRIˆESKIH KOORDINATAH r, θ, z, PRI USLOWIQH ∂/∂t = ∂/∂z = ∂/∂θ = 0,
STACIONARNYE SOSTOQNIQ PUˆKOW W PRODOLXNOM MAGNITNOM POLE Bz0 OPISYWA@TSQ SLE-

DU@]IMI URAWNENIQMI:

γv2θ
r
+ Er + vθBz − vzBθ = 0;

dBz
dr

= −4πρvθ;
1

r

d

dr
rBθ = 4πρvz;

1

r

d

dr
rEr = 4πρ,

GDE vθ = ω0r, vz — RAWNOWESNYE SKOROSTI; ω0 ≥ 0 — UGLOWAQ SKOROSTX WRA]ENIQ PUˆKA

KAK CELOGO; ρ — PLOTNOSTX ZARQDA; Bz ≤ 0 — POLNOE PRODOLXNOE MAGNITNOE POLE;
Er, Bθ — SOBSTWENNYE POLQ PUˆKA; γ = 1/

√
1− v2θ − v2z .

sISTEMA URAWNENIJ QWLQETSQ NEPOLNOJ, I DLQ EE ZAMYKANIQ NEOBHODIMO ZADATX,
WOOB]E GOWORQ, PROIZWOLXNYM OBRAZOM DWE IZ [ESTI WHODQ]IH W NEE FUNKCIJ ILI DWE

SWQZI, S POMO]X@ KOTORYH MOVNO POPYTATXSQ PRIWQZATX RASSMATRIWAEMU@ MODELX K

USLOWIQM “KSPERIMENTOW. dLQ “TOJ CELI WOSPOLXZUEMSQ POSTANOWKOJ ZADAˆI, PREDLO-
VENNOJ W [1], W KOTOROJ OPISANIE W RAMKAH GIDRODINAMIKI S NULEWOJ TEMPERATUROJ

SKOMBINIROWANO S ZAKONAMI SOHRANENIQ, KOTORYE ISPOLXZU@TSQ PRI MIKROSKOPIˆE-
SKOM OPISANII PUˆKA S POMO]X@ URAWNENIQ wLASOWA. pOTREBUEM SOHRANENIQ POLNOJ

“NERGII ˆASTIC W SEˆENII PUˆKA

H = γ + φ = const (1)

(ˆTO SOOTWETSTWUET IH “MISSII S “KWIPOTENCIALXNOGO KATODA) I SOHRANENIQ OBOB]EN-
NOGO MOMENTA IMPULXSA:

Pθ = r(pθ + Aθ) = const (2)

(ˆTO SOOTWETSTWUET SOHRANENI@ AZIMUTALXNOJ SIMMETRII POTOKA), GDE Aθ = Aθ(r) W
ISTOˆNIKE.
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tRI SLEDU@]IH WARIANTA: 1) Pθ = 0; 2) Pθ = const I 3) Pθ = B0r
2/2 POZWOLQ@T

OPISATX TRI SOOTWETSTWU@]IH SLUˆAQ “MISSII ˆASTIC: 1) ISTOˆNIK, “KRANIROWANNYJ
OT MAGNITNOGO POLQ; 2) FORMIROWANIE TRUBˆATOGO PUˆKA S POWERHNOSTI KATODA, SOWPA-

DA@]EJ S POWERHNOSTX@ POSTOQNNOGO MAGNITNOGO POTOKA; 3) ISTOˆNIK, KATOD KOTOROGO

NAHODITSQ WO WNE[NEM PRODOLXNOM MAGNITNOM POLE. dWA FIZIˆESKIH SOOTNO[ENIQ (1,

2) POZWOLQ@T ZAMKNUTX SISTEMU URAWNENIJ I ZAPISATX EE W SLEDU@]EM WIDE:

(rγ2v′z)
′ + γ

(
vθP

′
θ

vz

)′
= 0, (3)

(rγ2v′θ)
′ −

γ2vθ
r
− rγ

(
P ′θ
r

)′
= 0,

GDE [TRIH OZNAˆAET d/dr. dLQ PERWYH DWUH SLUˆAEW S OˆEWIDNOSTX@ SLEDUET

rγ2v′z = const. (4)

dLQ PERWOGO SLUˆAQ, SOOTWETSTWU@]EGO MODELI SPLO[NOGO PUˆKA, “MITTIROWANOGO

S “KRANIROWANNOGO KATODA, “TA KONSTANTA RAWNA NUL@ (T.E. vz = const), KAK WPROˆEM

I DLQ WTOROGO SLUˆAQ, SOOTWETSTWU@]EGO GENERACII PUˆKA W BESFOLXGOWOM DIODE S

MAGNITNOJ IZOLQCIEJ PRI USLOWII OTSUTSTWIQ PROWODQ]IH POWERHNOSTEJ I TOKOW W

OBLASTI DREJFA. oB]EE RE[ENIE URAWNENIJ W “TIH SLUˆAQH POLUˆENO W [2] I POZVE

POWTORENO W [1]. pRIWODITX “TI RE[ENIQ ZDESX NE BUDEM, ZAMETIM LI[X, ˆTO WO WTOROM

SLUˆAE OB]EE RE[ENIE ZAPISANO W WIDE “LLIPTIˆESKIH FUNKCIJ qKOBI I MOVET BYTX

PREDSTAWLENO W PRAKTIˆESKI INTERESNOM SLUˆAE TONKOSTENNOGO TRUBˆATOGO PUˆKA W

“LEMENTARNYH FUNKCIQH [3].
nAKONEC, DLQ PUˆKA “MITTIROWANNOGO S PLOSKOGO KATODA Pθ ZAWISIT OT RADIUSA, PO-

SKOLXKU Aθ MENQETSQ PO RADIUSU “MITTIRU@]EJ POWERHNOSTI KWADRATIˆNO. pOSKOLXKU
W DANNOM PODHODE NE RASSMATRIWAETSQ PEREHODNAQ OBLASTX MEVDU DIODOM I UˆASTKOM

TRANSPORTIROWKI, OSTAETSQ TOLXKO PREDPOLOVITX, ˆTO PUˆOK SVIMAETSQ ILI RASHO-
DITSQ BEZ PERESEˆENIQ TRAEKTORIJ, T.E. RADIUS rc, NA KOTOROM “LEKTRON NAHODITSQ W

KANALE TRANSPORTIROWKI, SWQZAN S RADIUSOM r, S KOTOROGO ON BYL “MITTIROWAN, SOOT-
NO[ENIEM r = αrc, GDE α — KONSTANTA.

pOLUˆITX ANALITIˆESKOE RE[ENIE SISTEMY W “TOM SLUˆAE NE UDAETSQ, NO NETRUDNO

POKAZATX, ˆTO NEWOZMOVNY SOSTOQNIQ NI S vz = const, NI S ω0 = const. kROME TOGO,

PRIBLIVENNOE RE[ENIE POKAZYWAET, ˆTO PRI “MISSII PUˆKA W SPADA@]EE MAGNITNOE

POLE NEWOZMOVNO SU]ESTWOWANIE STACIONARNYH SOSTOQNIJ, ODNORODNYH W PRODOLXNOM

NAPRAWLENII (PO-WIDIMOMU, PUˆOK W SPADA@]EM MAGNITNOM POLE DOLVEN BYTX PULX-

SIRU@]IM). pRIRODA WOZNIKA@]IH PULXSACIJ OBUSLOWLENA RASKRUTKOJ PUˆKA NA Br–
SOSTAWLQ@]EJ POLQ. pRI WHODE W SPADA@]EE (NARASTA@]EE) MAGNITNOE POLE NA BY-

STROE CIKLOTRONNOE DWIVENIE “LEKTRONA, PRIWQZANNOE K SILOWOJ LINII MAGNITNOGO

POLQ, NAKLADYWAETSQ DREJF POD WLIQNIEM Br-SOSTAWLQ@]EJ, KOTORYJ PARAMAGNITEN

W SPADA@]EM (DIAMAGNITEN W NARASTA@]EM) POLE. pOSKOLXKU W KANALE TRANSPORTI-
ROWKI PUˆOK KAK CELOE WEDET SEBQ DIAMAGNITNYM OBRAZOM, UˆASTOK SPADA@]EGO POLQ

DEJSTWUET RASSOGLASU@]E, ˆTO I WEDET K NEZATUHA@]IM PULXSACIQM.
sLEDUET OTMETITX, ˆTO W DANNOM ANALIZE IZ RASSMOTRENIQ WYPADAET PEREHODNAQ

OBLASTX, KOTORAQ MOVET SU]ESTWENNYM OBRAZOM SKAZYWATXSQ NA WOLNOWYH SWOJSTWAH

PUˆKA. kROME TOGO, KAK POKAZYWA@T REZULXTATY ˆISLENNOGO MODELIROWANIQ [4], DLQ
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FORMIROWANIQ PUˆKA S PARAMETRAMI BLIZKIMI K PARAMETRAM ANALITIˆESKIH MODELEJ,

FORMA MAGNITNOGO POLQ W PEREHODNOJ OBLASTI DOLVNA BYTX DOSTATOˆNO SLOVNOJ I

PRECIZIONNOJ.

2. oB]EE WOLNOWOE URAWNENIE W “LEKTROSTATIˆESKOM PRIBLIVENII

wESXMA ˆASTO PRI ISSLEDOWANII “LEKTROSTATIˆESKIH NEUSTOJˆIWOSTEJ I MEDLENNYH

WOLN POLXZU@TSQ POTENCIALXNYM PRIBLIVENIEM, SˆITAQ, ˆTO WOZMU]ENIE MAGNITNOGO

POLQ �B = ∇× �E ≈ 0 I �E = −∇φ = {−∂φ/∂r, imφ/r, ikz} (WSE WOZMU]ENIQ ∝ exp(iωt−
ikz − imθ), ω – ˆASTOTA, k – PRODOLXNOE WOLNOWOE ˆISLO, m – ˆISLO WARIACIJ PO

AZIMUTU).

nE BUDEM DELATX NIKAKIH PREDPOLOVENIJ I UPRO]ENIJ OTNOSITELXNO STACIONAR-
NOGO SOSTOQNIQ, T.E. NE BUDEM WYBIRATX KONKRETNU@ MODELX, KOTORAQ W GIDRODINA-

MIˆESKOM SLUˆAE OPREDELQETSQ DWUMQ SWOBODNYMI FUNKCIQMI RADIUSA. pOTREBUEM
WYPOLNENIQ LI[X ODNOGO USLOWIQ (1) SOHRANENIQ POLNOJ “NERGII ˆASTIC. wYPOLNQQ
STANDARTNYE PROCEDURY LINEARIZACII POLNOJ SISTEMY URAWNENIJ MOVNO ZAPISATX

WOLNOWOE URAWNENIE W POTENCIALXNOM PRIBLIVENII W SLEDU@]EM WIDE:
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= 0, (5)

GDE Φ = φ/L, L = ω − kvz −mvθ/r. fUNKCII Fi OPISYWA@T RAWNOWESNOE SOSTOQNIE I

IME@T WID

F1 = Bz0 + (vθγ0)
′ + vθγ0/r = P ′θ/r;

F2 = (vzγ0)
′ − Bθ0 = −(P

′
θ/r)vθ/vz;

F3 = F1 − γ0(v
′
θ − vθ/r); (6)

F4 = F2 − v′zγ0;

F5 = F1F3 + F2F4

I vθF1 + vzF2 ≡ 0. uRAWNENIE (5) QWLQETSQ OB]IM DLQ [IROKOGO KLASSA RAWNOWESNYH

SOSTQNIJ KAK SPLO[NYH, TAK I TRUBˆATYH PUˆKOW [5, 6].

s UˆETOM WTOROGO ZAKONA SOHRANENIQ (2) MOVNO PEREOPREDELITX FUNKCII Fi ˆEREZ

Pθ. —TI WYRAVENIQ PRIWEDENY W PRAWYH ˆASTQH WYRAVENIJ (6).
uRAWNENIE (5) MOVNO ZAPISATX W PROSTEJ[EM WIDE PRI USLOWII, ˆTO Pθ = const,

KOTOROE SOOTWETSTWUET vz = const KLASSU RAWNOWESIJ (SPLO[NOJ PUˆOK, “MITTIROWAN-
NYJ S “KRANIROWANNOGO KATODA I TRUBˆATYJ PUˆOK, “MITTIROWANNYJ IZ BESFOLXGOWOGO

DIODA S MAGNITNOJ IZOLQCIEJ). w “TOM SLUˆAE

F1 ≡ F2 ≡ F4 ≡ F5 ≡ 0;F3 = −γ0(v
′
θ −

vθ
r
)

I URAWNENIE (5) PRIOBRETAET SLEDU@]IJ (OˆEWIDNO NESU]ESTWENNOE UPRO]ENIE URAW-
NENIQ POSREDSTWOM PEREHODA W SISTEMU, GDE vz = 0) WID:
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ω2p
γ0
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vθ + kvz

)2
−

L

r

∂

∂r
r
∂L

∂r

}
= 0. (7)

pRI “MISSII PUˆKA S IMMERSIONNOGO KATODA, NAHODQ]EGOSQ W MAGNITNOM POLE B0,

POLUˆAEM

F1 = B0;F2 = −B0
vθ
vz
;F5 = B0[B0(1 +

v2θ
v2z
)− γ0

vz
r
(
rvθ
vz
)′].

w “TOM SLUˆAE ANALITIˆESKOE RE[ENIE MOVET BYTX NAJDENO TOLXKO W RAZLIˆNYH PRI-
BLIVENIQH, NAPRIMER, W SLUˆAE MALOGO TOKA I BOLX[OGO WNE[NEGO MAGNITNOGO POLQ.

oDNAKO, PRIBLIVENNOE RE[ENIE STACIONARNYH URAWNENIJ W PERWOM PORQDKE QWLQETSQ

“UNIWERSALXNYM” W TOM SMYSLE, ˆTO PRI “TOM TERQETSQ WSQ INFORMACIQ O SPECIFIˆE-

SKIH HARAKTERISTIKAH RAWNOWESIQ I, NAPRIMER, RAWNOWESIQ S ODNORODNYM RASPREDELE-
NIEM PLOTNOSTI ZARQDA I S ODNORODNYM RASPREDELENIEM UGLOWOJ SKOROSTI WRA]ENIQ

PUˆKA (TAK NAZYWAEMYJ “VESTKIJ ROTATOR”) STANOWQTSQ NEOTLIˆIMYMI.

zAKL@ˆENIE

pRIWEDENNOE OB]EE WOLNOWOE URAWNENIE NARQDU S OB]EJ POSTANOWKOJ ZADAˆI O RAW-

NOWESIQH OBESPEˆIWAET ZAMKNUTOE OPISANIE STACIONARNYH I WOLNOWYH SWOJSTW INTEN-
SIWNYH PUˆKOW I POZWOLQET OCENITX WLIQNIE RAZLIˆNYH PEREKRESTNYH ˆLENOW, KOTO-

RYE OBYˆNO OPUSKA@TSQ W PRIBLIVENNYH RE[ENIQH, OSOBENNO DLQ REZONANSNYH SLU-
ˆAEW.
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