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1. sLUˆAJ DWUH ZMEEK

rASSMOTRIM SLUˆAJ UEDINENNOGO REZONANSA, KOGDA MOVNO SˆITATX, ˆTO WOZMU]ENIE

DWIVENIQ SPINA ˆASTICY W USKORITELE S WERTIKALXNYM WEDU]IM POLEM OPREDELQETSQ

GLAWNYM OBRAZOM ODNOJ GARMONIKOJ: wn = |wn|
iφneiνnθ · νn = n± νz — DLQ REZONANSOW,

OBUSLOWLENNYH WERTIKALXNYM BETATRONNYM DWIVENIEM, νn = n — DLQ REZONANSOW,
OBUSLOWLENNYH ISKAVENIQMI WERTIKALXNOJ ORBITY.

w SLUˆAE DWUH ZMEEK DLQ TOGO, ˆTOBY DERVATX SPINOWU@ ˆASTOTU RAWNOJ 1/2 I

NEZAWISIMOJ OT “NERGII PUˆKA, ZMEJKI DOLVNY BYTX RAZME]ENY W PROTIWOPOLOV-

NYH TOˆKAH AZIMUTA USKORITELQ, A NAPRAWLENIQ OSI WRA]ENIQ SPINA W ZMEJKAH (MY
BUDEM NAZYWATX IH TAKVE OSQMI ZMEEK) α1, α2 DOLVNY UDOWLETWORQTX SOOTNO[ENI@

α2 − α1 = ±π/2.
pRI ANALIZE WOZDEJSTWIQ WOZMU]ENIQ NA DWIVENIE SPINA UDOBNO RABOTATX W SI-

STEME KOORDINAT, KOTORAQ WRA]AETSQ S ˆASTOTOJ νo = γα WOKRUG WERTIKALXNOJ OSI W

WEDU]IH DIPOLXNYH MAGNITAH I POWORAˆIWAETSQ NA UGOL π WOKRUG OSI ZMEJKI W ZMEJ-

KAH. pRI OTSUTSTWII WOZMU]ENIQ NAPRAWLENIE SPINA OSTAETSQ POSTOQNNYM W TAKOJ

WRA]A@]EJSQ SISTEME.

pREOBRAZOWYWAQ WOZMU]ENIE wn WO WRA]A@]U@SQ SISTEMU I RAZLAGAQ ZATEM EGO W

RQD fURXE, PRIHODIM K SUMME LINEJNYH GARMONIK:

w̃n = −ei(α1−νo π2−
π
4

∑
k

ikw̃nksin(∆kθ + φn − α1), GDE w̃nk = |wn|
sin(χkπ/2)

χkπ/2
, (1)

∆k = νn − (k+ 1/2) I χk = νo − (k + 1/2).

nEKOTORYE ZAKL@ˆENIQ MOGUT BYTX SDELANY IZ “TOJ FORMULY:
1. nAPRAWLENIQ OSEJ KOLEBANIJ LINEJNYH GARMONIK NE ZAWISQT OT FAZY GARMONIKI

WOZMU]ENIQ TAK VE, KAK I OT νn.
2. wSE GARMONIKI w̃nk S NEˆETNYM (ˆETNYM) NOMEROM k IME@T TU VE SAMU@ OSX

KOLEBANIJ, KOTORAQ ORTOGONALXNA OSI KOLEBANIJ DLQ GARMONIK S ˆETNYM (NEˆETNYM) k.
3. pRI PERESEˆENII REZONANSA WO WREMQ USKORENIQ RASSTROJKA ∆k OSTAETSQ PO-

STOQNNOJ, W TO WREMQ KAK w̃nk IZMENQETSQ SLOVNYM PUTEM, DOSTIGAQ MAKSIMALXNOJ

WELIˆINY PRI νo = k + 1/2.
4. nAIBOLEE SILXNOE WLIQNIE NA SPIN OKAZYWA@T GARMONIKI S NOMERAMI, BLIZKIMI

K ko = [νn] (CELOJ ˆASTI νn).
rASSMATRIWAQ DWIVENIE SPINA W SFERIˆESKIH KOORDINATAH ρ I φ:

Sx = sinρcosφ, Sy = sinρsinφ, Sz = cosρ, (2)

WWEDEM KOMPLEKSNU@ PEREMENNU@ Ψ = ρexp(iφ). w PERWOM PRIBLIVENII PO OTKLONENI@

SPINA OT WERTIKALXNOGO NAPRAWLENIQ IMEEM DLQ Ψ SLEDU@]EE URAWNENIE: Ψ′ = −iw̃n.
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rIS. 1: pOLQRIZACIQ, NABL@DAEMAQ PRI AZIMUTE θ = 0 (SRAZU POSLE ZMEJKI) PRI PERESE-

ˆENII REZONANSOW S WELIˆINOJ |wn|=0,12; 0,25; 0,5. pUNKTIRNYE LINII SOOTWETSTWU@T

ANALITIˆESKIM REZULXTATAM. νn=59,23.

rE[ENIE “TOGO URAWNENIQ, SOOTWETSTWU@]EE PERIODIˆESKOMU SPINOWOMU RE[ENI@

n, ESTX

Ψ =
|wn|

sin(∆π)
eiα̃

1

δ
(B1(θ)eiΦ +B2(θ)e−iΦ), (3)

GDE Φ = ∆θ + φn − α1, δ = νo − νn, α̃ = α1 − νo
π
2
− π

4
I ∆ = ∆ko . B1,2 PREDSTAWLQ@T

SOBOJ PERIODIˆESKIE FUNKCII AZIMUTA USKORITELQ θ.

wYBIRAQ TOˆKU NABL@DENIQ SRAZU POSLE ZMEJKI (PRI θ = 0), POLUˆAEM

Ψ =
π|wn|

sin(∆π)
ei(α̃−∆π

2 ) sin(δ π
2
)

δ π
2

cosΦ. (4)

mAKSIMALXNOE OTKLONENIE WELIˆINY ρ OT NULEWOGO ZNAˆENIQ

|ρ|max =
π|wn|

sin(∆π)

sin(δ π
2
)

δ π
2

(5)

MOVET BYTX NAZWANO GLUBINOJ REZONANSA, TAK KAK ONO OPISYWAET MAKSIMALXNOE OT-
KLONENIE SPINA OT WERTIKALXNOGO NAPRAWLENIQ. gLUBINA REZONANSA WOZRASTAET, KOGDA
DROBNAQ ˆASTX REZONANSNOJ ˆASTOTY νn BLIZKA K 1/2, ˆTO SOOTWETSTWUET SPINOWOMU

REZONANSU PERWOGO PORQDKA. pRI NEKOTORYH ZNAˆENIQH “NERGII, KOGDA δ = m, GDE m —
ˆETNOE I NE RAWNOE NUL@ CELOE ˆISLO, GLUBINA REZONANSA RAWNA NUL@ (TAK NAZYWAEMYE

UZLOWYE TOˆKI). iDQ DALX[E PRIBLIVENIQ PERWOGO PORQDKA, TOˆNAQ POZICIQ UZLOWYH

TOˆEK DAETSQ ISPOLXZOWANIEM λ =
√
δ2 + |wn|2 WMESTO δ [1].

iSPOLXZUQ λ WMESTO δ I USREDNQQ PO BETATRONNOJ FAZE (FAZE GARMONIKI φn), PRI-
HODIM K WYRAVENI@ DLQ NABL@DAEMOJ WERTIKALXNOJ POLQRIZACII PRI θ = 0:

< nz >=< cosρ >= Jo
( π|wn|

sin(∆π)

sin(λπ
2
)

λπ
2

)
. (6)
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—TOT ANALITIˆESKIJ REZULXTAT SRAWNIWALSQ S REZULXTATAMI, POLUˆENNYMI ˆISLEN-

NYM PUTEM S ISPOLXZOWANIEM PROGRAMMY SPINK [2] NA PRIMERNOJ fodo STRUKTURE.
aNALIZ POKAZAL HORO[EE SOGLASIE ANALITIˆESKIH I ˆISLENNYH REZULXTATOW DAVE PRI

DOSTATOˆNO BOLX[OJ WELIˆINE SILY REZONANSA (|wn| = 0, 5) PRI USLOWII, ˆTO WER-
TIKALXNAQ BETATRONNAQ ˆASTOTA NAHODITSQ DOSTATOˆNO DALEKO OT ZNAˆENIJ, SOOTWET-

STWU@]IH REZONANSAM WYSOKOGO PORQDKA (ZMEEˆNYM REZONANSAM). nA RIS.1 PRIWEDENY

REZULXTATY DLQ NABL@DAEMOJ POLQRIZACII W ZAWISIMOSTI OT νo PRI RAZNYH SILAH

REZONANSA.

pRI NABL@DENII DWIVENIQ SPINA NA POLOWINE PUTI MEVDU ZMEJKAMI (PRI θ = π/2)
MOVNO POLUˆITX IZ (3) (SNOWA ISPOLXZUQ λ WMESTO δ:)

ρ =
2|w|sin(λπ

4
)

sin(∆π)λ

√
cos2(λ

π

4
) + cos2(λ

π

4
+ ∆π) + 2cos(λ

π

4
)cos(λ

π

4
+ ∆π)cos(2Φ). (7)

iZ “TOJ FORMULY OˆEWIDNO BOLEE REDKOE RASPOLOVENIE UZLOWYH TOˆEK, ˆEM W PREDY-

DU]EM SLUˆAE, I NESIMMETRIˆNAQ ZAWISIMOSTX POLQRIZACII OT “NERGII. rIS. 2 DEMON-
STRIRUET SNOWA POWEDENIE < cosρ > PRI PERESEˆENII REZONANSA.

rIS. 2: pOLQRIZACIQ, NABL@DAEMAQ PRI AZIMUTE θ = π/2 (NA POLOWINE PUTI MEVDU

ZMEJKAMI) PRI PERESEˆENII REZONANSOW S WELIˆINOJ |wn|=0,25; 0,5. pUNKTIRNAQ LINIQ

SOOTWETSTWUET ANALITIˆESKOMU REZULXTATU |wn|=59,23.

2. sLUˆAJ ˆETYREH ZMEEK

pRI DOSTATOˆNO BOLX[OJ WELIˆINE WOZMU]ENIQ PRIMENENIE BOLEE ˆEM 2 ZMEEK MO-
VET TREBOWATXSQ DLQ SOHRANENIQ POLQRIZACII. rASSMOTRIM SLUˆAJ ˆETYREH ZMEEK,

RAZME]ENNYH W USKORITELE PRI θ = 0; π/2; I 3π/2. ˜TOBY DERVATX SPINOWU@ ˆASTOTU

RAWNOJ 1/2, OSI ZMEEK DOLVNY UDOWLETWORQTX SOOTNO[ENI@ α1 + α3 − α2 − α4 = ±π
2
.

pREOBRAZUQ SNOWA REZONANSNU@ GARMONIKU wn WO WRA]A@]U@SQ SISTEMU KOORDINAT,
NAHODIM

w̃n =
1

2

∑
k

w̃nke
iβk(C1ke

i(∆kθ+w̃o) +C2ke
−i(∆kθ+w̃o)), GDE w̃nk = |wn|

sin(χkπ/4)

χkπ/4
, (8)
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C1k = cos(α2−α1−(k+1/2)π/2), C2k = cos(α3−α2−(k+1/2)π/2). βk I ω̃o — NEKOTORYE

KONSTANTY.
kAKAQ KONFIGURACIQ OSEJ ZMEEK QWLQETSQ OPTIMALXNOJ? pREDPOLAGAQ DROBNU@

ˆASTX REZONANSNOJ ˆASTOTY νn W DIAPAZONE [0,1; 0,9], DLQ TOGO ˆTOBY “FFEKTIWNO

UMENX[ITX GLUBINU REZONANSA, NUVNO ZANULITX GARMONIKU S NOMEROM ko. iZ USLOWIJ

C1ko = 0 I C2ko = 0 NAHODIM SLEDU@]IE SOOTNO[ENIQ MEVDU OSQMI ZMEEK: α3−α1 = π/2
I α4 − α2 = π/2 DLQ L@BYH ko; α2 − α1 = −π/4 (DLQ ˆETNYH ko) ILI α2 − α − 1 = π/4
(DLQ NEˆETNYH ko). tAKIM OBRAZOM, SU]ESTWUET RAZLIˆIE W OPTIMALXNYH KONFIGU-

RACIQH, NEOBHODIMYH DLQ PODAWLENIQ REZONANSOW S ˆETNOJ I NEˆETNOJ CELOJ ˆASTX@

REZONANSNOJ ˆASTOTY. bOLEE TOGO, NAIBOLEE “FFEKTIWNAQ KONFIGURACIQ DLQ NEˆET-

NYH (ˆETNYH) REZONANSOW QWLQETSQ NAIBOLEE NE“FFEKTIWNOJ DLQ ˆETNYH (NEˆETNYH)
REZONANSOW. oDNAKO IZ (8) MOVNO NAJTI KOMPROMISSNYJ WARIANT — KONFIGURACI@,

KOTORAQ UMENX[AET GLUBINU ˆETNYH I NEˆETNYH REZONANSOW W RAWNOJ STEPENI: α1 = α3,
α2 = α4 I α1 − α2 = π/4. rIS. 3 DEMONSTRIRUET PERESEˆENIE REZONANSA DLQ NAIBOLEE

“FFEKTIWNOGO, NAIBOLEE NE“FFEKTIWNOGO I KOMPROMISSNOGO WARIANTOW KONFIGURACIJ

OSEJ ZMEEK.

rIS. 3: pERESEˆENIE REZONANSA PRI RAZLIˆNYH KONFIGURACIQH OSEJ ZMEEK. pUNKTIRNAQ
LINIQ SOOTWETSTWUET PRIMENENI@ DWUH ZMEEK. νn=59,23.
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