
rASˆET POROGOW NEUSTOJˆIWOSTI PUˆKA

S NEODINAKOWYMI SGUSTKAMI W SINHROTRONE

s.w.iWANOW, m.‘.pOZDEEW
gnc rf iNSTITUT FIZIKI WYSOKIH “NERGIJ, pROTWINO, rOSSIQ

wWEDENIE. rASSMOTRIM DWA PUˆKA, IME@]IH RAZNU@ AZIMUTALXNU@ STRUKTURU.

pERWYJ, IMENUEMYJ DALEE SIMMETRIˆNYM, ESTX PERIODIˆESKAQ POSLEDOWATELXNOSTX

IZ M ODINAKOWYH RAWNOUDALENNYH SGUSTKOW, ZAPOLNQ@]IH WS@ ORBITU. wTOROJ NE-
SIMMETRIˆNYJ PUˆOK, QWLQETSQ PODMNOVESTWOM PERWOGO I OTLIˆAETSQ OT NEGO IN-

TENSIWNOSTX@ OTDELXNYH SGUSTKOW WPLOTX DO POLNOGO OTSUTSTWIQ NEKOTORYH IZ NIH.
dOSTATOˆNO DAWNO PODNQT WOPROS O SOOTNO[ENII MEVDU KRITERIQMI ASIMPTOTIˆESKOJ

(PRI t→∞) USTOJˆIWOSTI TAKIH PUˆKOW.
˜ISTO ALGEBRAIˆESKIJ PODHOD K “TOJ PROBLEME (PUˆOK S PROPU]ENNYMI SGUST-

KAMI) PREDLOVEN W [1], GDE INKREMENT NEUSTOJˆIWOSTI I KOGERENTNYJ SDWIG ˆASTO-
TY NAHODQTSQ KAK KOMPLEKSNYE SOBSTWENNYE ZNAˆENIQ (S.Z.) MATRICY WZAIMODEJSTWIQ

MEVDU SGUSTKAMI. w [2] RASSMATRIWAETSQ BOLEE OB]IJ WID NESIMMETRIˆNOGO PUˆKA

S NEODINAKOWOJ INTENSIWNOSTX@ OTDELXNYH SGUSTKOW (PUSTOJ SGUSTOK RAWEN SGUSTKU

S NULEWOJ INTENSIWNOSTX@). w NEJ TAKVE UTOˆNENA OCENKA OBLASTI LOKALIZACII S.Z.
NESIMMETRIˆNOGO PUˆKA: OT PRQMOUGOLXNOJ W [1] K WYPUKLOJ OBOLOˆKE1 S.Z. SIMME-

TRIˆNOGO PUˆKA W [2]. oSNOWNOJ KAˆESTWENNYJ WYWOD IZ RABOT [1, 2] — USTOJˆIWOSTX

SIMMETRIˆNOGO PUˆKA ZAWEDOMO GARANTIRUET USTOJˆIWOSTX (PROIZWODNOGO IZ NEGO)
NESIMMETRIˆNOGO PUˆKA.

k SOVALENI@, DALEE BUDET POKAZANO, ˆTO “TO UTWERVDENIE SPRAWEDLIWO TOLXKO DLQ

UPRO]ENNOJ DINAMIˆESKOJ MODELI, W KOTOROJ WZAIMODEJSTWIE SGUSTKOW OPISYWAETSQ

MATRICEJ M×M . uˆET [IROKOPOLOSNOSTI IMPEDANSA SWQZI I(ILI) POPEREˆNOJ HROMA-
TIˆNOSTI TREBUET WWEDENIQ 3-MERNYH MASSIWOW M ×M ×N S N �= 1. pO“TOMU OBLASTX

LOKALIZACII S.Z. NESIMMETRIˆNOGO PUˆKA MOVET OKAZATXSQ [IRE, ˆEM W SIMMETRIˆ-
NOM SLUˆAE. —TO GOWORIT O WOZMOVNOSTI UHUD[ENIQ SITUACII S USTOJˆIWOSTX@ PRI

PEREHODE K NESIMMETRIˆNOMU PUˆKU.

1. oSNOWNAQ SISTEMA URAWNENIJ. pUSTX ϑ = Θ−ωst — AZIMUT W SOPROWOVDA@-

]EJ SISTEME, Θ — OBOB]ENNYJ AZIMUT, ωs — UGLOWAQ SKOROSTX RAWNOWESNOJ ˆASTICY,
t — WREMQ. pRONUMERUEM SGUSTKI W PORQDKE SLEDOWANIQ j = 0, 1, . . . ,M − 1 I OBO-

ZNAˆIM ϑj = −2πj/M KOORDINATY IH CENTROW. pUSTX J0b, J
(j)
0b — SREDNIJ PO ORBITE

TOK SGUSTKA W SIMMETRIˆNOM I NESIMMETRIˆNOM PUˆKAH SOOTWETSTWENNO. wWEDEM WESA

νj = J
(j)
0b /J0b ≤ 1; νj = 0 OZNAˆAET PROPU]ENNYJ j-YJ SGUSTOK. pUSTX x(j)(ϑ, t) — PE-

REMENNAQ, OPISYWA@]AQ KOGERENTNOE DWIVENIE SGUSTKA (PLOTNOSTX PRODOLXNOGO TOKA

ILI POPEREˆNOGO ZLEKTRIˆESKOGO DIPOLXNOGO MOMENTA). pREDSTAWIM EE W WIDE

x(j)(ϑ, t) = (2π)−1Σk

∫
dΩ x

(j)
k (Ω) exp (ik(ϑ− ϑj)− iΩt) , (1)

GDE Ω ESTX ˆASTOTA PREOBRAZOWANIQ fURXE PO t W SOPROWOVDA@]EJ SISTEME. w LABO-
RATORNOJ SISTEME EJ SOOTWETSTWUET ω = kωs + Ω. gARMONIKI x

(j)
k (Ω) WYˆISLQ@TSQ W

1
wYPUKLAQ OBOLOˆKA Co(ai) “LEMENTOW ai ESTX MNOVESTWO WOZMOVNYH ZNAˆENIJ LINEJNOJ KOMBINA-

CII Σiciai, GDE ci = c
∗
i , ci ≥ 0 I Σici = 1.
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SISTEME KOORDINAT CENTRA SGUSTKA ϑ − ϑj . nABOR WELIˆIN xk MOVET BYTX ZAPISAN W

WIDE WEKTORA STOLBCA �x = (. . . , xk−1, xk, xk+1, . . .)
T
IZ LINEJNOGO KOMPLEKSNOGO WEKTOR-

NOGO PROSTRANSTWA CN . zDESX RASSMATRIWAETSQ KONEˆNAQ RAZMERNOSTX N . oDNAKO ESLI

SOOTWETSTWU@]IE PREDELY SU]ESTWU@T, WOZMOVEN PEREHOD N →∞.
pROBLEMU USTOJˆIWOSTI NESIMMETRIˆNOGO PUˆKA MOVNO SFORMULIROWATX KAK ZA-

DAˆU NA S.Z. LINEJNOGO OPERATORA, DEJSTWU@]EGO W RAS[IRENNOM WEKTORNOM PROSTRAN-
STWE CN·M = ⊕ΣjC

(j)
N , GDE C

(j)
N � �x(j),

λ x
(j)
k = M−1Σk′,j′νjPkk′(Ω) exp (ik′(ϑj − ϑj′))x

(j′)
k′ . (2)

mATRICA Pkk′(Ω) OPERATORA P̂ (Ω), DEJSTWU@]EGO W CN , IMEET WID (DLQ PRODOLXNOGO

(L) ILI POPEREˆNOGO (T ) DWIVENIQ SOOTWETSTWENNO)

Pkk′(Ω) = Y
(L)
kk′ (Ω)Z

(L)
k′ (k′ωs + Ω)/k′, Pkk′(Ω) = Y

(T )
kk′ (Ω)Z

(T )
k′ (k′ωs + Ω). (3)

iMPEDANSY SWQZI Z(L)k (ω)/k I Z(T )k (ω) OBLADA@T SHODNYMI SWOJSTWAMI SIMMETRII OT-

NOSITELXNO ω, k = 0. pEREDATOˆNYE FUNKCII PUˆKA Y
(L,T )
kk′ ∝ J0b WKL@ˆA@T “FFEKT

ZATUHANIQ lANDAU, RAZLOVENIE PO SISTEME MULXTIPOLXNYH MOD (L) ILI DIPOLXNYH

MOD ‘GOLOWA-HWOST’ (T ) I T.D. iH WID HORO[O IZWESTEN I ZDESX NE PRIWODITSQ.
fUNKCII OT j PREDSTAWLQEM S POMO]X@ DISKRETNOGO PREOBRAZOWANIQ fURXE (dpf):

�x(n) = M−1Σj�x
(j) exp (2πinj/M) , �x(j) = Σn�x

(n) exp (−2πinj/M) , (4)

GDE n = 0, 1, . . . ,M − 1 ESTX WOLNOWOE ˆISLO dpf. pRIMENIW dpf K (2), POLUˆIM

λ �x(n) = Σn′∆nn′ P̂ (Ω)În′ �x
(n′), ∆nn′ = M−1Σjνj exp (2πi(n− n′)j/M) , (5)

GDE ∆nn′ — INTERFERENCIONNYJ FAKTOR, În — OPERATOR PROEKTIROWANIQ IZ CN W CN/M
S “LEMENTAMI δkk′Σlδk,n+Ml W MATRIˆNOM PREDSTAWLENII, δij — SIMWOL kRONEKERA.

iZ SISTEMY (5) WIDNO, ˆTO PRI RAZWITII NEUSTOJˆIWOSTEJ W NESIMMETRIˆNOM PUˆKE

S νj �= const PEREME[IWA@TSQ WSE GARMONIKI dpf. hARAKTERISTIˆESKOE URAWNENIE

NEUSTOJˆIWOSTI I DOSTATOˆNOE USLOWIE USTOJˆIWOSTI PUˆKA IME@T WID

λp(Ω) = 1, maxp,Ω1 |λp(Ω = Ω1 + i0)| ≤ 1, (6)

GDE p — OBOB]ENNYJ INDEKS SOBSTWENNOJ MODY. sOBSTWENNYE ˆASTOTY Ωp QWLQ@TSQ

KORNQMI PERWOGO IZ URAWNENIJ (6). nEUSTOJˆIWOSTX IMEET MESTO ESLI ImΩp > 0.

2. sIMMETRIˆNYJ PUˆOK. eGO SOBSTWENNYE ZNAˆENIQ (S.Z.) I SOBSTWENNYE WEK-

TORY (S.W.) OTMEˆAEM SIMWOLOM “•” I INDEKSOM �. tEPERX νj = 1 I ∆nn′ = δnn′, PO“TOMU
(5) RASPADAETSQ NA M NEZAWISIMYH ZADAˆ

λ• �x
(n)
• = P̂ (Ω)În �x(n)• , n = 0, 1, . . . ,M − 1. (7)

iDEALXNAQ PERIODIˆNOSTX PUˆKA PRIWODIT K RASCEPLENI@ GARMONIK dpf. kAVDAQ

IZ NIH SOOTWETSTWUET (IZOLIROWANNOJ) MODE SWQZANNYH KOLEBANIJ SGUSTKOW. oTS@-
DA ESTESTWENNO OPREDELQETSQ PERWAQ KOMPONENTA OBOB]ENNOGO INDEKSA MOD KOLEBANIJ

SIMMETRIˆNOGO PUˆKA � = (n,m), GDE m — OBOB]ENNYJ INDEKS WNUTRISGUSTKOWOJ MO-
DY. pROSTRANSTWENNAQ STRUKTURA MODY � DOSTATOˆNO PROSTA:

�x(n
′)

•� = �x(n)•� δnn′, �x(j)•� = �x(n)•� exp (−2πinj/M) . (8)
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—TO OBYˆNYE KOLEBANIQ PUˆKA S FAZOWYM SDWIGOM 2πn/M MEVDU SOSEDNIMI SGUST-

KAMI. tAKIE MODY WZAIMNOORTOGONALXNY (NORMALXNY), ESLI IH RASSMATRIWATX KAK

WEKTORY IZ RAS[IRENNOGO PROSTRANSTWA CN·M SO SKALQRNYM PROIZWEDENIEM

〈ă, b̆〉 = M−1Σk,jwk a
(j)
k b

(j)∗
k , ă, b̆ ∈ CN·M (9)

S WE]ESTWENNYM WESOM wk > 0. wEKTOR �x ∈ CN QWLQETSQ PROEKCIEJ x̆ ∈ CN·M .

dLQ M > 1 ZADAˆA (7) WYROVDENA: LI[X KAVDOE M -TOE EE S.Z. λ•� �≡ 0. —TI NETRI-
WIALXNYE S.Z. MOVNO POLUˆITX, SPROECIROWAW (7) W PODPROSTRANSTWO �x ′ = În�x ∈ CN/M ,

λ• �x
′(n)
• = ÎnP̂ (Ω) �x ′(n)• . (10)

oBYˆNO “TO ZADAˆA OTNOSITELXNO NEWYSOKOJ RAZMERNOSTI, I EE NESLOVNO RE[ITX ˆI-

SLENNO. zATEM S POMO]X@ (7) LEGKO WOSSTANAWLIWA@TSQ OSTAW[IESQ KOMPONENTY S.W.
�x
(n)
•� ∈ CN , OPISYWA@]EGO NABL@DAEMYE MODY KOLEBANIJ OTDELXNOGO SGUSTKA. fOR-

MALXNO “TI S.W. PRINADLEVAT OBRAZU imP̂ În OPERATORA P̂ În.
nAPROTIW, WEKTORY IZ QDRA kerP̂ În S λ•� ≡ 0 OPISYWA@T WYROVDENNOE, NENABL@-

DAEMOE DWIVENIE. iZ (7) WIDNO, ˆTO kerP̂ În SUTX MNOVESTWO �x: În�x = �0. pO“TOMU S.W.

WYROVDENNOGO DWIVENIQ MOGUT BYTX POSTROENY, SKAVEM, KAK ESTESTWENNYJ ORTOGO-
NALXNYJ NABOR IZ �x

(n)
•� = (. . . , 0, 1, 0, . . .)

T
S EDINSTWENNOJ NETRIWIALXNOJ KOMPONEN-

TOJ — EDINICEJ, STOQ]EJ POOˆEREDNO WO WSEH STROKAH KROME (n + Ml)-TYH, GDE l —
CELOE.

tAKIM OBRAZOM, LEGKO POSTROITX POLNYJ NABOR S.Z. I S.W. ZADAˆI (7). dLQ ∀n, LI-
NEJNAQ OBOLOˆKA �x

(n)
•� POROVDAET WSE CN . pO“TOMU �x

(n)
•� OBRAZU@T KOORDINATNYJ BAZIS

W CN . eGO (“RMITOWAQ POLOVITELXNO OPREDELENNAQ) MATRICA gRAMA IMEET WID

G
(n)
mm′ =

(
�x
(n)
•(n,m), �x

(n)
•(n,m′)

)
, (11)

GDE (. . .) ESTX SKALQRNOE PROIZWEDENIE, SOGLASOWANNOE S OPREDELENIEM (9),(
�a,�b
)

= Σkwk akb
∗
k, �a,�b ∈ CN . (12)

oPERATOR P̂ În NE QWLQETSQ NORMALXNYM, PO“TOMU BAZIS IZ �x
(n)
•� NE ORTOGONALEN, A MA-

TRICA G
(n)
mm′ NE DIAGONALXNA.

sIMMETRIˆNYJ PUˆOK PODROBNO ISSLEDUETSQ W OBYˆNOJ TEORII NEUSTOJˆIWOSTEJ.

eSTESTWENNO WOZNIKAET VELANIE ISPOLXZOWATX (PREDPOLAGAEMYJ IZWESTNYM ZARANEE)
SPEKTR λ•� I G

(n)
mm′ DLQ LOKALIZACII SPEKTRA λp NESIMMETRIˆNOGO PUˆKA, TAK ˆTOBY

ISSLEDOWATX EGO USTOJˆIWOSTX S POMO]X@ WTOROGO IZ URAWNENIJ (6).

3. nESIMMETRIˆNYJ PUˆOK. uMNOVIM OBE ˆASTI (2) NA M−1wkx
(j)∗
k /νj I PRO-

SUMMIRUEM PO k, j. pEREPI[EM POLUˆENNOE WYRAVENIE, FORMALXNO WYDELQQ ˆASTNOE

rELEQ-rITCA R DLQ LINEJNOGO OPERATORA Q
(jj′)
kk′ = M−1Pkk′ exp (ik′(ϑj − ϑj′)) W CN·M ,

λp = ξR, ξ =
(
Σk,jwk|x

(j)
k |
2
)
/
(
Σk,jwk|x

(j)
k |
2/νj
)
, R = 〈Q̂x̆, x̆〉/〈x̆, x̆〉. (13)

pOSKOLXKU |x(j)k | ∝ νj I νj ≥ 0, TO ξ ∈ Co(νj). oTS@DA SRAZU SLEDUET OCENKA

minj νj ≤ ξ ≤ maxj νj = 1. (14)

dALEE, PODSTAWIM ϑj = −2πj/M I dpf (4) W Q̂ TAK, ˆTOBY POLUˆITX WYRAVENIQ

〈Q̂x̆, x̆〉 = Σn
(
P̂ În �x

(n), �x(n)
)
, 〈x̆, x̆〉 = Σn

(
�x(n), �x(n)

)
> 0. (15)

wTOROE IZ NIH —- RAWENSTWO pARSEWALQ, SLEDU@]EE IZ ORTOGONALXNOSTI MOD n W CN·M .
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dLQ ∀n S.W. �x
(n)
•� OPERATORA P̂ În OBRAZU@T POLNYJ SˆETNYJ KOSOUGOLXNYJ BAZIS W

CN . iSPOLXZUEM EGO DLQ KOORDINATNOGO PREDSTAWLENIQ MOD NESIMMETRIˆNOGO PUˆKA,

�x(n)p = Σmc� �x
(n)
•� . (16)

pODSTAWIW “TO RAZLOVENIE W (15), POLUˆIM

〈Q̂x̆, x̆〉 = Σn,m,m′λ•� c�G
(n)
mm′ c

∗
�′ , 〈x̆, x̆〉 = Σn,m,m′c�G

(n)
mm′ c

∗
�′ > 0, �′ = (n,m′). (17)

zARANEE KOORDINATY c� MOD NESIMMETRIˆNOGO PUˆKA NEIZWESTNY. pOKA POZWOLIM c�
BYTX PROIZWOLXNYMI KOMPLEKSNYMI ˆISLAMI I IZUˆIM TAK NAZYWAEMOE POLE ZNAˆENIJ

OPERATORA Q̂ — MNOVESTWO R WOZMOVNYH ZNAˆENIJ ˆASTNOGO rELEQ-rITCA R:

R = Σn,ma�λ•�, a� =
(
c�Σm′G

(n)
mm′c

∗
�′

)
/
(
Σn,m,m′c�G

(n)
mm′c

∗
�′

)
, Σn,ma� = 1. (18)

tOGDA PERWOE IZ (13) I (14) PRIWODQT K ‘WERHNEJ’ OCENKE OBLASTI LOKALIZACII SPEKTRA

λp ∈ R ⊂ C1. iZ LINEJNOJ ALGEBRY IZWESTNO: R ZAMKNUTO I OGRANIˆENO, ∀λ•� ∈ R I R
WYPUKLO (SODERVIT 2 L@BYE SWOI TOˆKI WMESTE S SOEDINQ@]IM IH OTREZKOM PRQMOJ).

dIAGONALXNOSTX G
(n)
mm′ OZNAˆALA BY a� = a∗� , 0 ≤ a� ≤ 1 I R = Co (λ•�). oTS@DA

SLEDOWALO BY UTWERVDENIE, WYDELENNOE KURSIWOM WO WWEDENII. w OB]EM VE SLUˆAE

G(n)mm′ �= δmm′ . tOLXKO W ODNOMODOWOJ MODELI, KOGDA KOGERENTNOE DWIVENIE ZARANEE

OGRANIˆENO m1-OJ STEPENX@ SWOBODY (λ•� = λ•�δmm1 , c� = c�δmm1) POLUˆAETSQ ‘DIAGO-
NALXNAQ’ MATRICA G

(n)
mm′ RAZMERNOSTI 1×1. —TO PREDPOLOVENIE NEQWNO ISPOLXZOWALOSX

W [1, 2]. oNO WPOLNE UMESTNO, KOGDA PUˆOK WZAIMODEJSTWUET S UZKOPOLOSNYM WYSOKO-
ˆASTOTNYM REZONATOROM ((L), (T ) S NULEWOJ HROMATIˆNOSTX@) ILI S UZKOPOLOSNYM

NIZKOˆASTOTNYM IMPEDANSOM REZISTIWNOJ KAMERY ((T ) S L@BOJ HROMATIˆNOSTX@).
pEREHODQ K BOLEE OB]EJ MNOGOMODOWOJ MODELI, PODSTAWIM (16) W (5), ˆTOBY USTA-

NOWITX STRUKTURU NABL@DAEMOGO (λp �≡ 0) DWIVENIQ NESIMMETRIˆNOGO PUˆKA

�x(n)p = Σ{n′,m′:λ•�′ �≡0}∆nn′ c�′ (λ•�′/λp)�x
(n′)
•�′ , �′ = (n′, m′). (19)

—TO LINEJNAQ OBOLOˆKA NABL@DAEMYH MOD �x
(n′)
•�′ SIMMETRIˆNOGO PUˆKA, I ONA NE OBQZANA

POROVDATX WSE CN . rASˆETY POKAZYWA@T, ˆTO DLQ WYBRANNOJ WNUTRISGUSTKOWOJ MODY

m STRUKTURA S.W. �x
(n)
•(n,m) (W OTLIˆIE OT S.Z. λ•(n,m)) KRAJNE SLABO ZAWISIT OT MEVSGUST-

KOWOJ MODY n. tOGDA SRAWNENIE (16) I (19) POKAZYWAET, ˆTO HORO[EE PRIBLIVENIE

NABL@DAEMYH MOD NESIMMETRIˆNOGO PUˆKA DOSTIGAETSQ UVE NA OBREZANNOM RQDE

�x(n)p � Σ{m:λ•� �≡0}c� �x
(n)
•� , � = (n,m). (20)

pOSLEDNIJ [AG METODA SOSTOIT W ˆISLENNOM RASˆETE GRANICY R, NAPRIMER SLU-
ˆAJNYM PEREBOROM KOORDINAT c�, (20). pRI “TOM SWOJSTWO WYPUKLOSTI R POZWOLQET

SNAˆALA NAHODITX EGO ˆASTNYE GRANICY, DOSTIGAEMYE NA NEKOTORYH PODPROSTRANSTWAH

IZ CN·M , A ZATEM ZAKONNO RAS[IRQTX IH DO GRANIC BLIVAJ[EJ WYPUKLOJ OBLASTI. w
ITOGE OBLASTX LOKALIZACII S.Z. NESIMMETRIˆNOGO PUˆKA OKAZYWAETSQ KONEˆNOJ, NO [I-
RE, ˆEM W SIMMETRIˆNOM SLUˆAE. sOGLASNO (6), “TO SWIDETELXSTWUET O WOZMOVNOSTI

UHUD[ENIQ SITUACII S USTOJˆIWOSTX@ PRI PEREHODE K NESIMMETRIˆNOMU PUˆKU.
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