
mETODIKA RASˆETA WLIQNIQ SEKSTUPOLXNOJ
I DEKAPOLXNOJ NELINEJNOSTEJ MAGNITNOGO POLQ

NA BETATRONNYE ˆASTOTY RAWNOWESNOJ ˆASTICY

p.n.˜IRKOW
gnc rf iNSTITUT FIZIKI WYSOKIH “NERGIJ, pROTWINO, rOSSIQ

oDNOJ IZ WAVNEJ[IH HARAKTERISTIK SWERHPROWODQ]EGO (sp) CIKLIˆESKOGO USKO-

RITELQ QWLQETSQ DINAMIˆESKAQ APERTURA, WELIˆINA KOTOROJ OPREDELQETSQ NE TOLXKO

SILOJ BLIVAJ[IH K RABOˆEJ TOˆKE BETATRONNYH REZONANSOW, NO I ZAWISIMOSTX@ BETA-
TRONNYH ˆASTOT �Q = {Qx, Qy} OT AMPLITUD KOLEBANIJ. w DIPOLQH PRI NIZKIH UROWNQH

MAGNITNOGO POLQ IZ-ZA NEZATUHA@]IH (persistent) TOKOW W sp-VILAH OBMOTKI WOZBU-
VDA@TSQ OTNOSITELXNO BOLX[IE SISTEMATIˆESKIE NORMALXNYE SEKSTUPOLXNAQ C3 I DE-

KAPOLXNAQ C4 NELINEJNOSTI. nALIˆIE TAKIH NELINEJNOSTEJ I SOOTWETSTWENNO BOLX[IH

KORREKTIRU@]IH IH POLEJ PRIWODIT K TOMU, ˆTO PERWOGO PORQDKA TEORII WOZMU]E-

NIJ (METODA USREDNENIQ) PRI NAHOVDENII SDWIGA ˆASTOT ∆ �Q BUDET NEDOSTATOˆNO. kAK

POKAZYWA@T IZMERENIQ [1], ZAWISIMOSTX DINAMIˆESKOJ APERTURY OT IMPULXSNOGO RAZ-

BROSA DOWOLXNO SLABAQ ∼ (∆p/p)2. pO“TOMU W PERWU@ OˆEREDX PREDSTAWLQET INTERES

RASˆET ∆ �Q WO WTOROM PORQDKE DLQ RAWNOWESNOJ ˆASTICY (∆p/p = 0).

w SWERHPROWODQ]EM USKORITELE KOMPONENTY WOZMU]ENIQ MAGNITNOGO POLQ MOGUT

BYTX WYRAVENY ˆEREZ PRODOLXNYJ WEKTORNYJ POTENCIAL As [2],[3] :

As(s) = Ho
∑
n≥2

Cn + iSn
2rn−1n

(x+ iy)n+ K .S.,

GDE Cn, Sn — OTNOSITELXNYE DOBAWKI K POL@, WNOSIMYE SOOTWETSTWENNO NORMALXNOJ

I KOSOJ NELINEJNOSTQMI (n − 1)-OJ STEPENI W TOˆKE (x = r, y = 0); r — RADIUS

NORMALIZACII.
sOGLASNO [4] WO WTOROM PORQDKE POLUˆA@TSQ SLEDU@]IE URAWNENIQ DLQ MEDLENNO

MENQ@]IHSQ KWADRATOW AMPLITUD �I = (Ix, Iy) I FAZ �η = (ηx, ηy) BETATRONNYH KOLEBA-
NIJ RAWNOWESNYH ˆASTIC:

dIζ
dθ

= −
∂L

∂ηζ
,

dηζ
dθ

=
∂L

∂Iζ
ζ = r

√
βζ(θ)

βmax

√
Iζ cos(µζ(θ) + ηζ),

GDE ζ — OB]EE OBOZNAˆENIE DLQ x I y; R0 I R — SREDNIJ RADIUS I RADIUS KRIWIZNY

IDEALXNOJ ORBITY W POLE Ho; θ — OBOB]ENNYJ AZIMUT, SWQZANNYJ S PRODOLXNOJ KO-
ORDINATOJ s SOOTNO[ENIEM θ = s/R0; βζ(θ) — BETA-FUNKCIQ I µζ = Qζθ + χζ — FAZA

NEWOZMU]ENNYH BETATRONNYH KOLEBANIJ S PERIODIˆESKOJ ˆASTX@ χζ(θ). tAKIM OBRA-
ZOM,

√
Iζ PREDSTAWLQET SOBOJ NORMIROWANNU@ NA r AMPLITUDU ζ-KOLEBANIJ NA AZIMUTE,

GDE βζ = βmax.

gAMILXTONIAN L WO WTOROM PORQDKE IMEET WID [4],[5]

L =
〈
D(�I, �η, θ)

〉
+

1

2

〈[
D(�I, �η, θ), D̂(�I, �η, θ)

]〉
, (1)

D =
2βmaxRo
r2HoR

·As
(
ζ(Iζ , ηζ, θ), θ

)
,

GDE [...] — SKOBKI pUASSONA PO PEREMENNYM {ηζ, Iζ}; OPERATOR 〈. . .〉 OZNAˆAET USREDNENIE

PO θ.
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uˆITYWAQ PERIODIˆESKU@ ZAWISIMOSTX D OT �µ = (µx, µy) I AZIMUTA θ, MOVNO PRED-

STAWITX

D =
∞∑

k=−∞

∑

n

D
n,k(Ix, Iy) exp{i(�n�Q− k)θ + i�n�η} ,

D
n,k =
1

(2π)3

∫ 2π∫
0

∫
D{r

√
βζ(θ)

βmax

√
Iζ cosαζ , θ} exp{i[kθ + �n�χ(θ)− �n�α]} dαxdαydθ ,

GDE �n = (nx, ny), nx,y, k — CELYE ˆISLA.
oBOZNAˆIM ˆEREZ D(m) ˆASTX D, SOZDAWAEMU@ MULXTIPOLEM m-GO PORQDKA, A SOOT-

WETSTWU@]EE “TOMU MULXTIPOL@ OGRANIˆENNOE MNOVESTWO GARMONIK �n ˆEREZ Ωm. mNO-

VESTWO Ωm— “TO WSE BETATRONNYE REZONANSY �n�Q−k = 0, KOTORYE MOGUT WOZBUVDATXSQ

DANNYM MULXTIPOLEM W PERWOM PORQDKE TEORII WOZMU]ENIJ. nA RIS.1 POKAZANY TAKIE

MNOVESTWA DLQ MULXTIPOLEJ RAZNYH TIPOW.
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rIS. 1: mNOVESTWA GARMONIK �n DLQ NEˆETNYH (a) I ˆETNYH (B),
NORMALXNYH (•) I KOSYH (◦) MULXTIPOLEJ.

dLQ RASSMATRIWAEMYH MULXTIPOLEJ C3 I C5 IMEEM Ω3 ⊂ Ω5, I OBA MNOVESTWA SIM-
METRIˆNY OTNOSITELXNO nx = 0. bUDEM OBOZNAˆATX ˆEREZ Ω+m POLOWINU Ωm S nx > 0.

kOGDA �Q NE UDOWLETWORQET REZONANSNOMU USLOWI@ |�n�Q − kN | 
 1 ( N — PERIODIˆ-
NOSTX MAGNITNOJ STRUKTURY S UˆETOM WOZMU]ENIQ), POLUˆAEM 〈D(3) + D(5)〉 = 0. w

“TOM SLUˆAE SOGLASNO [4] DEJSTWIE OPERATORA ” .̂ . . ” W (1) OPREDELQETSQ SLEDU@]IM

WYRAVENIEM:

D̂ = −i
∑

n,k

D
n,k e
iΦ(
n,k)/(�n�Q− kN ) GDE: Φ(�n, k) = (�n�Q− kN )θ + �n�η.

pODSTANOWKA TAKOGO D̂ W (1) DAET

L =
1

2

〈∑

n,k

∑

p,l

eiΦ(
n+
p,k+l)

(�p�Q− lN )

∑
ζ

{
nζD
n,k

∂D
p,l
∂Iζ

− pζ
∂D
n,k
∂Iζ

D
p,l

}〉
. (2)
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nEREZONANSNAQ ˆASTX Lnon GAMILXTONIANA L, OPREDELQ@]AQ SDWIG BETATRONNYH ˆA-

STOT, SODERVIT TOLXKO TE ˆLENY (2), DLQ KOTORYH ODNOWREMENNO WYPOLNQ@TSQ USLOWIQ

�n+ �p = 0 I k + l = 0. sLEDOWATELXNO,

Lnon = div
I

{
1

2N

∑

n,k

�n
|D
n,k|

2

(k− �n�Q/N )

}
. (3)

s UˆETOM WYRAVENIQ DLQ D
n,k I SIMMETRIˆNOSTI Ω2mo+1 PROWODIM SUMMIROWANIE

W (3) PO WSEM ZNAˆENIQM k ∈ (−∞,∞):

Lnon(�I) = div
I

{
−

1

2Θo

Θo∫
0

Θo∫
0

dθ1dθ2
∑

n∈Ω+

�nF
n(θ1, θ2)D
n(θ1)D
n(θ2)
}
, (4)

GDE

F
n(θ1, θ2) =
cos(�n�F (θ1, θ2))

sin(�n�µo/2)
, D
n(θ) =

1

(2π)2

2π∫
0

2π∫
0

dαxdαy D(�α, θ) ei
n
α ,

�F (θ1, θ2) = �µ(θ1)− �µ(θ2)−
�µo
2

sgn(θ1 − θ2) , �µo = �QΘo , Θo = 2π/N .

dLQ RASSMATRIWAEMOGO SLUˆAQ D = D(3) + D(5) SUMMA W WYRAVENII (4) MOVET BYTX

PREDSTAWLENA W WIDE∑

n∈Ω+

. . . =
∑

n∈Ω+3

�nF
n(θ1, θ2)D
(3)

n (θ1)D

(3)

n (θ2) + 2

∑

n∈Ω+3

�nF
n(θ1, θ2)D
(3)

n (θ1)D

(5)

n (θ2)

+
∑

n∈Ω+5

�nF
n(θ1, θ2)D
(5)

n (θ1)D

(5)

n (θ2) . (5)

tAKIM OBRAZOM, PERWAQ SUMMA — WKLAD W Lnon, WNOSIMYJ TOLXKO SEKSTUPOLXNOJ

NELINEJNOSTX@, WTORAQ OPREDELQETSQ WLIQNIEM I SEKSTUPOLXNOJ I DEKAPOLXNOJ NELI-
NEJNOSTEJ, TRETXQ SUMMA — “FFEKT TOLXKO OT DEKAPOLXNOJ NELINEJNOSTI.

pOSKOLXKU D(m) S m = 2mo + 1 MOVET BYTX PREDSTAWLENA W WIDE RAZLOVENIQ

D(m) =
2βmaxRo
rR

Cm(θ)

m

mo∑
j=0

(−1)j
(
m

2j

)(√
βx(θ)

βmax
Ixcosαx

)m−2j(√βy(θ)
βmax

Iycosαy

)2j
,

TO S UˆETOM WYRAVENIQ DLQ D
n(θ) POLUˆAEM

D
(m)

n (θ) =

Cm(θ)

m

mo∑
j=0

f
(m)

n,j Ym−2j,2j I

m/2−j
x Ijy ,

GDE

Yi,l(θ) =
βmaxRo
rR

(
βx(θ)

4βmax

)i/2( βy(θ)
4βmax

)l/2
.

wELIˆINY KO“FFICIENTOW f
(m)

n,j DLQ SEKSTUPOLXNOJ I DEKAPOLXNOJ NELINEJNOSTEJ PRI-

WEDENY W TABL. 1. i OKONˆATELXNO, IZ (4),(5) POLUˆAEM

Lnon =
4∑
j=2

j∑
k=0

qj−k,kI
j−k
x Iky
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tAKIM OBRAZOM, SDWIG ˆASTOT, WYZYWAEMYJ RASSMATRIWAEMYMI C3 I C5, WO WTOROM

PORQDKE PO WOZMU]ENI@ RAWEN

∆ �Q =

(
∆Qx
∆Qy

)
=
∂Lnon

∂�I
=

4∑
j=2


j−1∑
k=0

(j − k) qj−k,kIj−k−1x Iky

j∑
k=1

k qj−k,kI
j−k
x Ik−1y

 .

zAWISIMOSTX KO“FFICIENTOW qi,l OT β- I µ-FUNKCIJ, SEKSTUPOLXNYH I DEKAPOLXNYH

POLEJ PRIWEDENA W PRILOVENII. pOKAZANY TOLXKO KO“FFICIENTY, OPREDELQ@]IE SDWIG

ˆASTOT, PROPORCIONALXNYJ Iζ I I
2
ζ .
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tABLICA 1:
kO“FFICIENTY f

(3)
�n,j kO“FFICIENTY f

(5)
�n,j

�n ∈ Ω+3 j = 0 j = 1 �n ∈ Ω+5 j = 0 j = 1 j = 2

(1, 0) 6 -12 (1, 0) 20 -120 60

(1,-2) 0 -6 (1,-2) 0 -60 40

(1, 2) 0 -6 (1, 2) 0 -60 40

(3, 0) 2 0 (3, 0) 10 -40 0

(1,-4) 0 0 10
(1, 4) 0 0 10
(3,-2) 0 -20 0
(3, 2) 0 -20 0
(5, 0) 2 0 0

pRILOVENIE q20q11
q02

 = −
N

π

Θo∫
0

Θo∫
0

C3(θ1)C3(θ2)Yss(θ1, θ2)


F(1, 0)
F(1,−2)
F(1, 2)
F(3, 0)

 dθ1dθ2,

q30
q21
q12
q03

 = −8
N

π

Θo∫
0

Θo∫
0

C3(θ1)C5(θ2)Ysd(θ1 , θ2)


F(1, 0)
F(1,−2)
F(1, 2)
F(3, 0)

 dθ1dθ2,

Yss =

 3Y30Ỹ30 0 0 Y30Ỹ30
−8Y12Ỹ30 −4Y12Ỹ12 4Y12Ỹ12 0
4Y12Ỹ12 Y12Ỹ12 Y12Ỹ12 0

 ,

Ysd =


2Y30Ỹ50 0 0 Y30Ỹ50

−3Y12Ỹ50 − 9Y30Ỹ32 −6Y12Ỹ32 6Y12Ỹ32 −3Y30Ỹ32
12Y12Ỹ32 + 3Y30Ỹ14 3Y12Ỹ32 + 6Y12Ỹ14 3Y12Ỹ32 − 6Y12Ỹ14 0

−3Y12Ỹ14 − Y12Ỹ14 − Y12Ỹ14 0

 ,
GDE Yij ≡ Yij(θ1), Ỹij ≡ Yij(θ2).
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