
sPEKTRALXNYE I UGLOWYE SWOJSTWA SINHROTRONNOGO
IZLUˆENIQ W MAGNITNYH POLQH USKORITELEJ

o.e. –I[ANIN

mOSKOWSKIJ GOSUDARSTWENNYJ INDUSTRIALXNYJ UNIWERSITET, rOSSIQ

wYRAVENIE, OPISYWA@]EE SPEKTRALXNYE SWOJSTWA SINHROTRONNOGO IZLUˆENIQ W ODNO-

RODNOM MAGNITNOM POLE, BYLO NAJDENO iWANENKO I sOKOLOWYM [1], A TAKVE –WINGEROM [2].
w NASTOQ]EJ RABOTE BUDUT OPREDELENY GRANICY TOˆNOSTI “TOJ FORMULY I BUDET OBSUVDENA

ANALOGIˆNAQ PROBLEMA DLQ NEODNORODNYH MAGNITNYH POLEJ.

fUNCIQ bESSELQ Jν(x), WHODQ]AQ W FORMULU –OTTA (SM., NAPRIMER, [3]), MOVET BYTX

PREDSTAWLENA SLEDU@]IM OBRAZOM:

Jν(νβ sin θ) =
1

2π

∫ π
−π
ei(νϕ−νβ sin θ sin ϕ)dϕ, (1)

GDE ν — NOMER GARMONIKI IZLUˆENIQ; v = cβ — SKOROSTX “LEKTRONA; A θ I ϕ — SFERIˆESKIE

UGLY.
pOSKOLXKU IZLUˆENIE RELQTIWISTSKOJ ˆASTICY FORMIRUETSQ S NEBOLX[OGO UGLA ϕ, TO

EGO MOVNO RASSMATRIWATX KAK PARAMETR RAZLOVENIQ. eSLI PROWESTI W (1) RAZLOVENIE PO ϕ,

ZAMENITX ϕ NA at, GDE a = 3
√
6/νβ sin θ, I RAS[IRITX INTEGRIROWANIE NA WS@ ˆISLOWU@ OSX,

TO PRAWAQ ˆASTX (1) PRIMET WID

a

2π

∫ ∞
−∞

dt ei(xt+t
3)[1− i ν

120
(
6

ν
)5/3 t5], GDE x = a(1− β sin θ)ν.

iSPOLXZUQ PRI x > o INTEGRALY

∫ ∞
0

cos(t3 + xt) dt =

√
x

3
K1/3(s),

∫ ∞
0

t5 sin(t3 + xt)dt =
x3

27
√
3
K2/3(s)−

4

27
x3/2K1/3(s),

GDE s = 2(x/3)3/2, I PRINIMAQ WO WNIMANIE W PERWYH SLAGAEMYH ˆLENY PORQDKA ε = 1 −
β2 sin2 θ, MOVNO NAJTI SLEDU@]IE APPROKSIMACII S TOˆNOSTX@ DO WTOROGO PRIBLIVENIQ:

Jν(νβ sin θ) =

√
ε

π
√
3

[
K1/3 +

1

10
ε (K1/3 − 2 ν ε

3
2 K2/3)

]
, (2)

J ′ν(νβ sin θ) =
ε

π
√
3

[
K2/3 +

1

5
ε (2K2/3− (

1

νε
3
2

+ ν ε
3
2 )K1/3)

]
, (3)

GDE νε3/2/3 — ARGUMENT MODIFICIROWANNYH FUNKCIJ bESSELQ.

rANEE TOLXKO PERWYE ˆLENY BYLI POLUˆENY W ASIMPTOTIKAH (2) I (3). wWODQ STANDART-
NYJ UGOL ψ KAK OTKLONENIE OT ORBITALXNOJ PLOSKOSTI, MOVNO POLOVITX, ˆTO cos θ ≈ ψ I

ε = 1− β2 + ψ2.
kOMPONENTY LINEJNOJ POLQRIZACII ISPU]ENNOGO SWETA OBYˆNO OBOZNAˆA@TSQ ˆEREZ σ I

π (SOOTWETSTWENNO W PLOSKOSTI ORBITY I PERPENDIKULQRNO EJ).

s UˆETOM (2) I (3) WMESTO OBOB]ENNOJ FORMULY –OTTA SPEKTRALXNO-UGLOWYE RASPREDE-
LENIQ INTENSIWNOSTI IZLUˆENIQ PREDSTAWLQ@TSQ W WIDE

dWσ(ν) =
1

2π2
W0 ν

2 ε0β
2{ε2K22/3 +

1

5
ε3[ 4K22/3−
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2(
1

νε
3
2

+ νε
3
2 )K1/3K2/3]} sin θ dθ, (4)

dWπ(ν) =
1

2π2
W0 ν

2 ε0 cot
2 θ{εK21/3 +

1

5
ε2
[
K21/3 − 2νε

3
2 K1/3 K2/3

]
} sin θ dθ,

GDE

W0 =
2

3
cH2

(
e2

m0c2

)2
, ε0 = 1− β2 = (m0c

2/E)2.

dLQ TOGO ˆTOBY POLUˆITX SPEKTRALXNU@ PLOTNOSTX, NUVNO PROINTEGRIROWATX (4) PO θ.

w “TOM SLUˆAE

Wσ(ν) =

√
3

4π
W0 ν ε

2
0{
∫ ∞
y

K5/3(x) dx+K2/3(y)−

1

20
ε0[ 7K2/3(y) + (24 y +

22

3y
)K1/3(y) + 5

∫ ∞
y

K1/3(x) dx]},

(5)

Wπ(ν) =

√
3

4π
W0 ν ε

2
0 {
∫ ∞
y

K5/3(x) dx−K2/3(y)+

1

20
ε0[ 7K2/3(y) +

2

y
K1/3(y)− 15

∫ ∞
y

K1/3(x) dx]},

GDE y = 2ν ε
3/2
0 /3. oTS@DA BOLEE TOˆNAQ SPEKTRALXNAQ FORMULA MOVET BYTX ZAPISANA KAK

W (ν) =

√
3ce20

2π R2
E

m0 c2
y {(1− ε0)

∫ ∞
y

K5/3(x) dx− ε0 [(
3

5
y+

+
2

15 y
)K1/3(y) +

1

2

∫ ∞
y

K1/3(x) dx]}. (6)

pOPRAWOˆNYE ˆLENY ZDESX PROPORCIONALXNY (m0c
2/E)2 I W SLUˆAE RELQTIWISTSKOGO DWIVE-

NIQ ˆASTICY W USKORITELE QWLQ@TSQ MALYMI.

pOSLE SUMMIROWANIQ PO ˆASTOTAM WYRAVENIE DLQ POLNOJ INTENSIWNOSTI PRIMET WID

W =
2

3

c e20
R2

(
E

m0 c2
)4 (1− 2 ε0).

—TA FORMULA NAHODITSQ W SOGLASII S WYRAVENIEM DLQ POLNOJ MO]NOSTI IZLUˆENIQ, PO-
SKOLXKU W ULXTRARELQTIWISTSKOM SLUˆAE β4 ≈ 1− 2 (1− β2).

iSPOLXZUQ OPERATORNYJ METOD –WINGERA [4], MOVNO POLUˆITX RE[ENIE TOJ VE ZADAˆI

DLQ SLABOFOKUSIRU@]EGO MAGNITNOGO POLQ [5] S PERWOJ KWANTOWOJ POPRAWKOJ.
w “TOM SLUˆAE WMESTO (4) BYLI NAJDENY FORMULY:

dWσ(ν)

dΩ
=

ce2 ν ν′

12 π4R2

∫ 2π
0

dψ1 ε
2
1K

2
2/3(

ν′

3
ε
3
2
1 ),

(7)

dWπ(ν)

dΩ
=

ce2 ν ν′

12 π4R2

∫ 2π
0

dψ1 ε1(cos θ − α cosψ1)
2K21/3(

ν′

3
ε
3
2

1 ),

GDE

ν′ = ν(1 + �ω/E), ω = νω0, ω0 = β
c

R
,

ε1 = ε− 2α cos θ cosψ1 + α2 cos2 ψ1, α =
√
nB/R,
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n — GRADIENT POLQ (0 < n < 1); R — RADIUS ORBITY; B — AMPLITUDA WERTIKALXNYH

KOLEBANIJ; ψ1 — NAˆALXNAQ FAZA. eSLI DOPUSTITX, ˆTO B ILI α RAWNY NUL@, TO MOVNO

POLUˆITX PERWYE ˆLENY W (4) W KLASSIˆESKOM PRIBLIVENII.

bYLO RASSˆITANO TAKVE DLQ CIKLIˆESKOGO USKORITELQ WLIQNIE PRQMOLINEJNYH SEKCIJ

l [6], KOTORYE MODIFICIRU@T PARAMETR α, KAK

α = νz

√
1 +

π2nk(2 + k)

3(1 + k)N 2
B

R0
, GDE ν2z = (1 + k)n+

π2k2n2

3N 2
,

N — ˆISLO PERIODOW NA ZAMKNUTOJ ORBITE; k = l/a; a — DLINA POWOROTNYH MAGNITOW,
R0 = R(1 + k).

w KAˆESTWE PRIMERA MOGUT BYTX ISPOLXZOWANY PARAMETRY SINHROTRONA firan: N =
4, R = 198 cM, l = 67 cM, n = 0.67; KRUGOWYE SEKTORY MAGNITOW 86◦. pRI “NERGII “LEKTRONOW

E = 650m“w AMPLITUDA WERTIKALXNYH KOLEBANIJ B = 1.5MM (SM. RIS. 5.24 W [3]). tOGDA W

ORBITALXNOJ PLOSKOSTI OTNO[ENIE (Wσ−Wπ)/(Wσ+Wπ) BUDET 0.96; 0.92; 0.89; 0.86 PRI DLI-

NE IZLUˆENIQ λ 4360; 1000; 500; 250Å SOOTWETSTWENNO WMESTO 1 DLQ ODNORODNOGO MAGNITNOGO

POLQ.

pARAMETR α MENQETSQ DLQ RAZLIˆNYH MAGNITNYH STRUKTUR. mOVNO TAKVE WZQTX SISTEMU

FODO S GRADIENTOM n >> 1, GDE FOKUSIRU@]IE I DEFOKUSIRU@]IE MAGNITY RADIUSA R

IME@T TAKVE DLINU a, A l — DLINA PRQMOLINEJNOJ SEKCII. tOGDA

α = νz
B

R0

√
1 +

π2n

2N 2
(
n(1 + k)2

2ν2z
− k), GDE νz =

πn

2
√
3N

√
1 + 4k + 3k2.

w BOLEE WAVNOM SLUˆAE NAKOPITELXNOGO KOLXCA

α =

√
Az
π


 1√

βz

√
1 + (

1

2

dβz
ds

)2



ϕ=0

,

GDE Az — “MITTANS; βz — BETATRONNAQ FUNKCIQ WERTIKALXNOGO DWIVENIQ, ZAWISQ]AQ OT

ORBITALXNOJ DLINY s. zDESX OTSˆET AZIMUTALXNOGO UGLA NAˆINAETSQ S TOJ TOˆKI, OTKUDA

IZLUˆENIE SNIMAETSQ.
nEOBHODIMO PODˆERKNUTX, ˆTO BETATRONNYE KOLEBANIQ ZNAˆITELXNO MENQ@T

SPEKTRALXNO-UGLOWYE I UGLOWYE RASPREDELENIQ.
fORMULAMI (7) MOVNO OB˙QSNITX “KSPERIMENTY kOROLEWA I kULIKOWA (SM. GLAWU V W

[3]), W ˆASTNOSTI OTSUTSTWIE NULQ DLQ π–KOMPONENTY W PLOSKOSTI ORBITY (θ = π/2).
zADAˆA OB IZLUˆENII RE[ALASX DLQ MONO“NERGIˆNOGO “LEKTRONA, NO “FFEKT PUˆKA PRI-

NIMALSQ ZDESX WO WNIMANIE PUTEM USREDNENIQ PO NAˆALXNYM FAZAM, POSKOLXKU INVEKCIQ

ˆASTIC PROISHODIT W TEˆENIE NESKOLXKIH OBOROTOW. kROME TOGO, AMPLITUDA B RASSMATRIWA-
ETSQ KAK SREDNEKWADRATIˆESKAQ WELIˆINA, POTOMU ˆTO W POPEREˆNOM SEˆENII PUˆKOW IMEETSQ

NABOR AMPLITUD OT NULQ DO MAKSIMALXNOGO ZNAˆENIQ.
w (7) PARAMETRY α,

√
1− β2 I cos θ ≈ ψ QWLQ@TSQ MALYMI WELIˆINAMI ODNOGO PORQDKA,

W TO WREMQ KAK POPRAWKI PORQDKA B2/R2, A2/R2 (A — AMPLITUDA RADIALXNYH KOLEBANIJ)
PO OTNO[ENI@ K GLAWNYM ˆLENAM BYLI UVE OPU]ENY. pRI θ ∼ π/2 INTEGRALY (7) MOGUT

BYTX RASSˆITANY PUTEM PEREHODA K FUNKCIQM —JRI I RAZLOVENIQ IH W RQDY.
eSLI PARAMETR p = α2/2ε << 1, TO MOVNO RAZLOVITX PO “TOJ WELIˆINE PODYNTEGRALXNYE

FUNKCII. oGRANIˆIWAQSX TOLXKO LINEJNYMI ˆLENAMI PO p, MOVNO PRIDTI K SLEDU@]IM

WYRAVENIQM:
dWσ(ν)

dΩ
=
ce2νν′ε2

6π3R2
{K22/3+ p [ε2 cos2 θ ν′

2
(K21/3+
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K22/3)− ε3/2 ν′ (1 + 2
cos2 θ

ε
)K1/3K2/3]},

(8)

dWπ(ν)

dΩ
=
ce2νν′ ε

6π3R2
{(cos2 θ + ε p)K21/3+

p ε cos2 θ ν′[ε cos2 θ ν′(K21/3+K22/3)− 5ε1/2K1/3K2/3]},

GDE Ki = Ki(ν
′ε3/2/3). w (8) POPRAWKI, PROPORCIONALXNYE p, TOGO VE PORQDKA, ˆTO I DRUGIE

ˆLENY. eSLI ZDESX POLOVITX p = 0, TO MOVNO POLUˆITX SOOTWETSTWU@]IE FORMULY DLQ

ODNORODNOGO MAGNITNOGO POLQ.

iNTEGRIROWANIE (8) PO UGLAM PRIWODIT K SPEKTRALXNYM FORMULAM S PERWOJ KWANTOWOJ

POPRAWKOJ:

Wσ,π(ν) =
ce2νε0

2π
√
3R2
{
∫ ∞
y′

K5/3(x) dx±K2/3(y′)}, (9)

GDE

y′ =
2

3
ε
3/2
0 ν (1 + h ω/E).

zAMETIM, ˆTO ZDESX NET ZAWISIMOSTI OT BETATRONNYH KOLEBANIJ. kROME TOGO, MOVNO PO-
LUˆITX WYRAVENIE DLQ POLNOJ INTENSIWNOSTI, ISPOLXZUQ PARABOLIˆESKOE PRIBLIVENIE W

URAWNENIQH DWIVENIQ.
w SOOTWETSTWII S FORMULOJ

W =
2

3

e4

m2c3
(.β × .H)2

1− β2 ,

DLQ INTENSIWNOSTI IZLUˆENIQ W FOKUSIRU@]EM MAGNITNOM POLE BYLO POLUˆENO [7] SLEDU@-
]EE WYRAVENIE:

W =
2

3

ce2

R2
β4

(1− β2)2 [1 + (1− n2

2
)
A2

R2
− n3− 2n+ n2

2(1− n)
B2

R2
]. (10)

tAKIM OBRAZOM, DLQ ODNORODNOGO MAGNITNOGO POLQ POPRAWKI K UGLOWYM RASPREDELENIQM

SINHROTRONNOGO IZLUˆENIQ PORQDKA (m0c
2/E)2+ψ2, W TO WREMQ KAK DOBAWOˆNYE RELQTIWIST-

SKIE ˆLENY K SPEKTRALXNYM FORMULAM PROPORCIONALXNY (m0c
2/E)2. s DRUGOJ STORONY, W

FOKUSIRU@]IH I PERIODIˆESKIH MAGNITNYH POLQH BETATRONNYE KOLEBANIQ SU]ESTWENNO

WLIQ@T NA UGLOWYE SWOJSTWA SINHROTRONNOGO IZLUˆENIQ, NO W TO VE WREMQ SPEKTRALXNAQ

MO]NOSTX OSTAETSQ POˆTI NEIZMENNOJ.
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