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1. pREDELXNOE RASPREDELENIE FAZOWOJ PLOTNOSTI

eSLI URAWNENIQ DWIVENIQ W POPEREˆNOJ PLOSKOSTI LINEJNY

ẍ+Qx(τ)x = 0 , ÿ +Qy(τ)y = 0 , (1)

TO PRI RQDE DOPOLNITELXNYH OGRANIˆENIJ SU]ESTWU@T SPECIALXNYE RASPREDELENIQ ˆASTIC

W FAZOWOM PROSTRANSTWE, PRIWODQ]IE K LINEJNOSTI SIL KULONOWSKOGO WZAIMODEJSTWIQ, PRI-
WEDENNYE, NAPRIMER, W [1],[2]. –IROKO IZWESTNO MIKROKANONIˆESKOE RASPREDELENIE FAZOWOJ

PLOTNOSTI [1]. oDNAKO ONO IMEET SMYSL LI[X PRI NENULEWYH ZNAˆENIQH POPEREˆNYH “MIT-
TANSOW. w SLUˆAE VE “MITTANSA, RAWNOGO NUL@, I PREDELXNYH ZNAˆENIJ TOKA SOOTWETSTWU@-
]EE FAZOWOE RASPREDELENIE MOVNO OPISATX PRIWEDENNYM ZDESX OBRAZOM.

pUSTX POPEREˆNOE SEˆENIE PUˆKA ESTX KANONIˆESKIJ “LLIPS S POLUOSQMI rx(τ), ry(τ) I

S RAWNOMERNYM RASPREDELENIEM ZARQDA PO SEˆENI@, TOGDA URAWNENIQ DWIVENIQ OTDELXNYH

ˆASTIC W PUˆKE

ẍ+ [ Qx(τ)−
2r2c

rx(rx + ry)
]x = 0 , ÿ + [ Qy(τ)−

2r2c
ry(rx + ry)

]y = 0 , (2)

r2c = 2Iλ
2/βγ3Io, Io = 4πεoc

3mo/e. pREDELXNYE TOKI OPREDELIM KAK TAKIE ZNAˆENIQ TOKA, PRI

KOTORYH RE[ENIQ (2) BUDUT PERIODIˆESKIMI S PERIODOM FUNKCII Q(τ) I, TAKIM OBRAZOM,
NAHODQ]IMISQ NA GRANICE OBLASTI USTOJˆIWOSTI.

pUSTX SOSTOQNIQ ˆASTIC NA PLOSKOSTQH (x, ẋ), (y, ẏ) OPISYWA@TSQ OTREZKAMI PRQMYH LI-
NIJ (PREDELXNYJ SLUˆAJ “LLIPSA). pOSKOLXKU FAZOWYE TRAEKTORII NE MOGUT PERESEKATX-

SQ, TO BUDUT SU]ESTWOWATX GRANIˆNYE ˆASTICY, PERIODIˆESKIE TRAEKTORII KOTORYH BUDUT

SOWPADATX S OGIBA@]IMI PUˆKA. tOGDA DLQ OGIBA@]IH SPRAWEDLIWA SLEDU@]AQ SISTEMA

URAWNENIJ:

r̈x +Qx(τ)rx−
2r2c

(rx + ry)
= 0 , r̈y +Qy(τ)ry −

2r2c
(rx + ry)

= 0 . (3)

dLQ RASSMATRIWAEMOJ SISTEMY WELIˆINY x/rx, y/ry, rxẋ − ṙxx, ryẏ − ṙyy QWLQ@TSQ INTE-
GRALAMI DWIVENIQ, A SAMA FUNKCIQ RASPREDELENIQ

f(x, ẋ, y, ẏ; τ)=f0ϑ

(
1−x

2

r2x
− y

2

r2y

)
δ(rxẋ− ṙxx)δ(ryẏ − ṙyy) (4)

ϑ(x) = 1, ESLI x ≥ 0 I ϑ(x) = 0, ESLI x < 0, δ – DELXTA-FUNKCIQ. pROWERKA WYSKAZANNYH

PREDPOLOVENIJ DLQ (4) NE SOSTAWLQET TRUDA. dEJSTWITELXNO, PROEKCII RASPREDELENIQ (4) NA

FAZOWYE PLOSKOSTI QWLQ@TSQ OTREZKAMI PRQMYH LINIJ, A SOOTWETSTWU@]EE INTEGRIROWANIE

(4) DAET NAM RAWNOMERNOE RASPREDELENIE PLOTNOSTI W “LLIPSE

ρ(x, y) = e

∫ ∫
fdẋdẏ =

ef0
rxry

ϑ

(
1− x2

r2x
− y2

r2y

)
, (5)
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f0 =
I

πevs
. (6)

dLQ POISKA PERIODIˆESKIH RE[ENIJ (3) (DLQ RASPREDELENIQ (4) “TO PRIWODIT I K PERIODI-
ˆESKIM RE[ENIQM (2) ) I WELIˆINY PREDELXNOGO TOKA MOVNO SDELATX SLEDU@]EE POLEZNOE

PREOBRAZOWANIE. pUSTX rmax – MAKSIMALXNOE ZNAˆENIE OGIBA@]EJ, TOGDA WWEDEM NORMIRO-

WANNYE FUNKCII I URAWNENIQ DLQ NIH

α(τ) =
rx
rmax

, β(τ) =
ry
rmax

, κ = r2c/r
2
max , (7)

α̈+Qxα −
2κ

α+ β
= 0 , β̈ +Qyβ −

2κ

α+ β
= 0 . (8)

pRI ˆISLENNOM RASˆETE NEOBHODIMO NAJTI PERIODIˆESKIE RE[ENIQ SISTEMY (8). sITUACIQ

SU]ESTWENNO OBLEGˆAETSQ, ESLI WZQTX NAˆALO OTSˆETA W SEREDINE FOKUSIRU@]EGO PERIODA.

tOGDA α(0) = 1, α̇(0) = 0, β̇(0) = 0, I NUVNO NAJTI DWA ˆISLA β(0) I κ. pO κ MOVNO NAJTI

PREDELXNU@ PLOTNOSTX TOKA (NE FAZOWU@, A PROSTRANSTWENNU@) DLQ DANNOGO KANALA ic I

PREDELXNYJ TOK Ic:

ic =
Ic

πr2max
, κ =

ic
i0
, i0 = β3γ3

I0
2πS2

, Ic =
1

2

(
rmax
S

)2
β3γ3I0κ , (9)

S = βλ DLQ RFQ. hORO[EE PERWOE PRIBLIVENIE κ ∼ ν0µ0 POZWOLQET USKORITX ˆISLENNYJ

POISK κ PRI NAHOVDENII PERIODIˆESKIH RE[ENIJ (8).

2. o PREDELXNYH ZNAˆENIQH IZMERENNOGO “MITTANSA

uPOMINAW[IJSQ RANEE “MITTANS — “TO TRADICIONNOE PONQTIE PLO]ADI PROEKCII FA-

ZOWOGO OB˙EMA NA PLOSKOSTX KANONIˆESKI SOPRQVENNYH KOORDINAT W OPREDELENNYJ MOMENT

WREMENI. w SLUˆAE IDEALXNOGO KANALA ON SOHRANQETSQ I OGRANIˆEN SNIZU LI[X NULEWYM

ZNAˆENIEM. oDNAKO S PRAKTIˆESKOJ TOˆKI ZRENIQ, NE MENEE WAVNA I DRUGAQ HARAKTERISTIKA,
NAZOWEM EE USLOWNO IZMERENNYM “MITTANSOM. iZMERENNYJ “MITTANS — PLO]ADX NA PLOS-

KOSTI TEH VE SOPRQVENNYH KOORDINAT, ZANQTAQ PREDSTAWLQ@]IMI TOˆKAMI PUˆKA, NO UVE

NE W OPREDELENNYJ MOMENT WREMENI, A PRI PROHOVDENII ˆASTICAMI OPREDELENNOGO ZNAˆE-

NIQ PRODOLXNOJ KOORDINATY. zAWISIMOSTX POPEREˆNYH POLEJ OT MOMENTA WYHODA ˆASTICY

IZ USKORITELQ (DEFOKUSIROWKA, FOKUSIROWKA USKORQ@]IM POLEM) PRIWODIT K TOMU, ˆTO IZ-
MERENNYJ “MITTANS PREWY[AET MGNOWENNOE ZNAˆENIE “MITTANSA. nA PRIMERE RFQ DALEE

POKAZANO, ˆTO DAVE PRI STREMLENII K NUL@ WHODNOGO “MITTANSA IZMERENNYJ “MITTANS NA

WYHODE USKORITELQ OGRANIˆEN SNIZU ZNAˆENIEM, OPREDELQEMYM LI[X GEOMETRIEJ KANALA I

TOKOM PUˆKA.
iZMERENNYJ “MITTANS ZAWISIT OT FAZY WYHODA PUˆKA IZ RFQ. fAZU WYHODA OPREDELIM

KAK FAZU WYSOKOˆASTOTNOGO POLQ W MOMENT WYHODA SINHRONNOJ ˆASTICY IZ USKORITELQ. dLQ

HARAKTERNYH PARAMETROW RFQ [3] FORMA “TOGO “MITTANSA PRIWEDENA NA RIS.1 PRI DLINE

SGUSTKA δϕ = π/3 I TOKA I = 0. wHODNOJ “MITTANS PROPORCIONALEN PLO]ADI ODNOGO “LLIPSA

fLOKE NA RIS. 1, A WYHODNOJ IZMERENNYJ “MITTANS PRI “TOM PROPORCIONALEN PLO]ADI,

ZAHWATYWAEMOJ WSEMI “LLIPSAMI NA KAVDOJ IZ FIGUR.
pRI FAZE WYHODA � π/2 NABL@DAETSQ MINIMUM “MITTANSA NA WYHODE IZ USKORITELQ DLQ

OBOIH PLOSKOSTEJ (SM. RIS. 2), WYBEREM “TU FAZU DLQ DALXNEJ[EGO ISSLEDOWANIQ.
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rIS. 1: —MITTANSY εout PRI FAZAH WYHODA 0, π/2, π I δϕ = π/3.

rIS. 2: zAWISIMOSTX εout/εin OT FAZY WYHODA PUˆKA DLQ POPEREˆNYH PLOSKOSTEJ.

wOSPOLXZUEMSQ DALEE SISTEMOJ URAWNENIJ [1] DLQ MODULEJ FUNKCII fLOKE PRI NE RAWNOM

NUL@ MGNOWENNOM “MITTANSE εin(Fo = εinλ/γ):

ρ̈x +Qx(τ)ρx −
1

ρ3x
− 2r

2
c

F0

1

ρx + ρy
= 0 , ρ̈y +Qy(τ)ρy −

1

ρ3y
− 2r

2
c

F0

1

ρx + ρy
= 0 . (10)

oTS@DA MOVNO ˆISLENNYMI METODAMI POLUˆITX PARAMETRY “LLIPSOW fLOKE I ZAWISIMOSTX

WYHODNOGO IZMERENNOGO “MITTANSA OT WHODNOGO “MITTANSA I TOKA. iZ RIS. 3 WIDNO, ˆTO WY-

HODNOJ “MITTANS PRI εin → 0 K NUL@ NE STREMITSQ. —TO PROISHODIT POTOMU, ˆTO DAVE

W PREDELXNOM SLUˆAE (RAZDEL 1), KOGDA MGNOWENNYJ “MITTANS PREDSTAWLQET SOBOJ OTREZOK

PRQMOJ LINII, “TOT OTREZOK SOWER[AET NA PLOSKOSTI (x, ẋ) DWIVENIE, OBUSLOWLENNOE IZME-
NENIEM WO WREMENI UGLA NAKLONA I DLINY “TOGO OTREZKA. tAKIM OBRAZOM, NA WYHODE IZ RFQ

OTREZKOM OˆERˆIWAETSQ NEKOTORAQ PLO]ADX, KOTORAQ I BYLA BY ZAFIKSIROWANA PRI PRO-
WEDENII REALXNOGO IZMERENIQ “MITTANSA. pREDELXNYJ “MITTANS MOVNO OCENITX W RAMKAH

GLADKOGO PRIBLIVENIQ.

rIS. 3: fUNKCIQ εout = εout(εin; I).
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nA RIS. 4 IZOBRAVENA SHEMA, SOOTWETSTWU@]AQ RASˆETU PREDELXNOGO “MITTANSA W GLAD-

KOM PRIBLIVENII. w SLUˆAE FAZOWOJ DLINY SGUSTKA π/3 I FAZY WYHODA PUˆKA π/2 DLQ

PREDELXNOGO “MITTANSA

ε0 =
γ

λ
R2a

(
1−

√
ν0,min
µ0

)(
1− (

√
3− 1)

√
ν0,min
µ0

)
, (11)

Ra – RADIUS APERTURY; µo, νo,min – SOOTWETSTWENNO SREDNQQ I MINIMALXNAQ ˆASTOTY POPE-

REˆNYH KOLEBANIJ W MAS[TABE WREMENI τ , SOOTWETSTWU@]EM IZMENENI@ NA EDINICU PRI

PROHOVDENII SINHRONNOJ ˆASTICEJ PERIODA FOKUSIROWKI.

rIS. 4: k RASˆETU ε0 W GLADKOM PRIBLIVENII, δϕ = π/3, ϕ = π/2.
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