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wWEDENIE

pRI KWANTOWANII TEORII STRUN WOZNIKA@T ANOMALII. kAK I W TEORIQH POLQ,
WOZNIKNOWENIE ANOMALIJ WYZWANO TEM, ˆTO ISPOLXZUEMYE W TEORII REGULQRIZACII

RASHODQ]IHSQ WYRAVENIJ NARU[A@T KLASSIˆESKIE SIMMETRII SISTEMY. aNOMALII

ZAWISQT OT PROCEDURY KWANTOWANIQ: WYBORA KANONIˆESKIH PEREMENNYH I IH PRED-
STAWLENIQ OPERATORAMI W PROSTRANSTWE SOSTOQNIJ. oBYˆNO KWANTOWANIE STRUNY

PROWODITSQ W FOKOWSKOM PREDSTAWLENII. pRI “TOM SIMMETRII SISTEMY SOHRANQ@T-
SQ, TOLXKO ESLI TEORIQ FORMULIRUETSQ W 26-MERNOM PROSTRANSTWE mINKOWSKOGO.

iMEETSQ WOZMOVNOSTX POSTROENIQ KWANTOWOJ TEORII STRUN PRI d �= 26 S ISPOLXZO-
WANIEM DRUGIH, OTLIˆNYH OT OSCILLQTORNYH, KANONIˆESKIH PEREMENNYH. kL@ˆEWOJ

IDEEJ QWLQETSQ PROWEDENIE TAKOGO KANONIˆESKOGO PREOBRAZOWANIQ W KLASSIˆESKOJ

MEHANIKE, ˆTOBY GENERATORY SIMMETRIJ STALI NEZAWISIMYMI PEREMENNYMI (ILI

PROSTYMI FUNKCIQMI POSLEDNIH). w “TOM SLUˆAE KOMMUTACIONNYE SOOTNO[ENIQ

DLQ GENERATOROW POSTULIRU@TSQ NEPOSREDSTWENNO IZ SKOBOK pUASSONA, I ANOMALIJ

NE WOZNIKAET.1lOKALXNOE SU]ESTWOWANIE I NEEDINSTWENNOSTX TAKIH KANONIˆESKIH

PREOBRAZOWANIJ SLEDU@T IZ “LEMENTARNYH TEOREM GAMILXTONOWOJ DINAMIKI. nE-
OBHODIMYJ NABOR PEREMENNYH POSTROEN W RABOTAH [1] S ISPOLXZOWANIEM METODOW

OBRATNOJ ZADAˆI RASSEQNIQ. gLOBALXNAQ STRUKTURA POLUˆENNOGO FAZOWOGO PROSTRAN-
STWA IZUˆENA NEDOSTATOˆNO DLQ EGO KWANTOWANIQ. kWANTOWAQ TEORIQ POSTROENA DLQ

PODMNOGOOBRAZIJ FAZOWOGO PROSTRANSTWA, PREDSTAWLQ@]IH OPREDELËNNYE ˆASTNYE

KLASSY DWIVENIQ STRUN. nAIBOLEE POLNO IZUˆENO 4-MERNOE MNOGOOBRAZIE, GEOMETRI-
ˆESKI INTERPRETIRUEMOE KAK STRUNY, PRQMOLINEJNYE W SISTEME POKOQ [2]. w RABOTE

[3] PROWODITSQ KWANTOWANIE BESKONEˆNOMERNYH MNOGOOBRAZIJ, KOTORYM OTWEˆA@T

MIROWYE LISTY, OBLADA@]IE OSEWOJ SIMMETRIEJ.
w DANNOJ RABOTE ISSLEDUETSQ KLASS KONEˆNOMERNYH MNOGOOBRAZIJ W FAZOWOM

PROSTRANSTWE STRUNY, KOTORYE W OB]EM SLUˆAE NE QWLQ@TSQ PODMNOVESTWAMI OSE-
SIMMETRIˆNYH I KAVDOE IZ KOTORYH SODERVIT PRQMOLINEJNYE STRUNY. w RABO-

1tAK, DLQ LORENC-KOWARIANTNOSTI KWANTOWOJ TEORII DOSTATOˆNO, ˆTOBY NEZAWISIMOJ PEREMENNOJ

BYL SPIN STRUNY (ORBITALXNYJ MOMENT W SISTEME POKOQ).
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TE ISPOLXZUETSQ GAMILXTONOWA MEHANIKA STRUNY W SISTEME POKOQ [1], OPISANNAQ W

RAZD.1. w RAZD.2 W FAZOWOM PROSTRANSTWE STRUNY WYDELENY 6-MERNYE MNOGOOBRAZIQ

(OGRANIˆENNYE KONFIGURACII) I POKAZANO, ˆTO “TI MNOGOOBRAZIQ LOKALXNO IZO-
MORFNY FAZOWOMU PROSTRANSTWU SOWOKUPNOSTI 1-MERNOGO OSCILLQTORA I 3-MERNOGO

ROTATORA. w RAZD.3 POKAZANO, ˆTO PRI OPREDELËNNYH OGRANIˆENIQH TOPOLOGIˆESKOGO

HARAKTERA “TI MNOGOOBRAZIQ GLOBALXNO IZOMORFNY FAZOWYM PROSTRANSTWAM SISTEM

OSCILLQTOR+ROTATOR I WOLˆOK. w RAZD.4 PROWEDENO KWANTOWANIE “TIH MNOGOOBRAZIJ,
POLUˆENY SPIN-MASSOWYE SPEKTRY I ISSLEDOWANY DISKRETNYE SIMMETRII SISTEMY.
zAKL@ˆITELXNYJ RAZDEL POSWQ]EN OBSUVDENI@ REZULXTATOW RABOTY.

1. fAZOWOE PROSTRANSTWO STRUNY

fAZOWYM PROSTRANSTWOM OTKRYTOJ STRUNY QWLQETSQ MNOVESTWO M WSEWOZMOV-
NYH ZAMKNUTYH ORIENTIROWANNYH KRIWYH �Q(σ) S OTMEˆENNOJ TOˆKOJ �Q(0). —TI KRI-
WYE W DALXNEJ[EM IMENU@TSQ OPORNYMI. pARAMETRIˆESKIE INWARIANTY OPORNYH

KRIWYH QWLQ@TSQ SOHRANQ@]IMISQ DINAMIˆESKIMI PEREMENNYMI W TEORII STRUNY,
NAPRIMER, DLINA KRIWOJ RAWNA UDWOENNOJ MASSE STRUNY L = 2M , ORIENTIROWANNAQ

PLO]ADX POWERHNOSTI, NATQNUTOJ NA KRIWU@, NE ZAWISIT OT POWERHNOSTI I RAWNA

UDWOENNOMU SPINU STRUNY �A = 2�S. nA OPORNYH KRIWYH WWEDENA NATURALXNAQ PA-
RAMETRIZACIQ: σ = 2πl/L, l – DLINA DUGI KRIWOJ, OTSˆITYWAEMAQ OT OTMEˆENNOJ

TOˆKI; |�Q′| = M/π. oPORNYE KRIWYE QWLQ@TSQ TRAEKTORIQMI KONCOW STRUNY W SI-

STEME POKOQ, PRIˆËM �Q(0) QWLQETSQ POLOVENIEM KONCA W TEKU]IJ MOMENT WREMENI.
fORMA STRUNY OPREDELQETSQ FORMULOJ (SM.RIS.1)

�x(σ) = (�Q(σ) + �Q(−σ))/2, 0 ≤ σ ≤ π;

“WOL@CIQ SWODITSQ K RAWNOMERNOMU DWIVENI@ OTMEˆENNOJ TOˆKI PO NEPODWIVNOJ

OPORNOJ KRIWOJ: �Q(σ)→ �Q(σ + τ ).

rIS.1. fORMA STRUNY OPREDELQETSQ SLE-
DU@]IM OBRAZOM: OTLOVIM NA OPORNOJ KRI-
WOJ DWE DUGI RAWNOJ DLINY, LEVA]IE PO

RAZNYE STORONY OT TOˆKI �Q(0); SOEDINIM

KONCY DUG PRQMOLINEJNYM OTREZKOM I OT-
METIM EGO SEREDINU. mNOVESTWO TAKIH SE-
REDIN OPISYWAET STRUNU W MOMENT WREMENI,
KOGDA EË KONEC NAHODITSQ W TOˆKE �Q(0).
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sIMPLEKTIˆESKAQ STRUKTURA FAZOWOGO PROSTRANSTWA OPREDELQETSQ ZAMKNUTOJ

2-FORMOJ

ω = −1
4

2π∫

0

dσ δ �Q′(σ) ∧ δ �Q(σ). (1)

fAKTORIZUEM M PO DEJSTWI@ GRUPPY Γ = SO(3) ×R3 × S1 WRA]ENIJ, TRANSLQCIJ

I SDWIGOW OTMEˆENNOJ TOˆKI. pROIZWOLXNU@ OPORNU@ KRIWU@ PREDSTAWIM W WIDE

�Q(σ) = �eiQi(σ + τ ; u) + �D, (2)

ORTONORMIROWANNYJ REPER �ei I WEKTOR �D ZADA@T POLOVENIE OPORNOJ KRIWOJ, τ

OPREDELQET SDWIGI OTMEˆENNOJ TOˆKI. pEREMENNYE u ∈ M/Γ OPREDELQ@T FORMU

OPORNOJ KRIWOJ – SREDI WSEH KRIWYH ZADANNOJ FORMY, OTLIˆA@]IHSQ NA WRA]ENIQ,
TRANSLQCII I SDWIGI OTMEˆENNOJ TOˆKI, WYBRAN ODIN PREDSTAWITELX Qi(σ) (“TOT

WYBOR BUDET KONKRETIZIROWAN NIVE). pODSTAWLQQ (2) W FORMU (1), POLUˆIM

ω = ωM + ωS + ωu, (3)

ωM = dτ ∧ dµ, ωS =
1
2
d�ei ∧ d(�S × �ei),

ωu = −14
∫ 2π
0

dσ δQ′i(σ) ∧ δQi(σ),

µ = M2

2π
, �S = −1

4

∫ 2π
0

dσ �Q′ × �Q – SPIN STRUNY.

pEREMENNAQ �D WYPADAET IZ FORMY I NE UˆASTWUET W MEHANIKE. pOLOVIM �D = 0

(POLOVENIE Qi(σ) ZAFIKSIRUEM USLOWIEM
2π∫
0
dσ Qi = 0).

fORMA ωM OPREDELQET GAMILXTONOWU MEHANIKU OSCILLQTORA. w PODHODE [1] GA-
MILXTONIAN STRUNY H = µ, OTS@DA WIDNO, ˆTO “WOL@CIQ SWODITSQ K SDWIGU

τ → τ +∆τ .
fORMA ωS OPREDELQET MEHANIKU WOLˆKA. nAPRAWIM �e3 WDOLX �S : �e3 = �S/S, �e1 =

�e, �e2 = �e3 × �e1 (ORIENTACI@ Qi(σ) ZAFIKSIRUEM USLOWIEM
2π∫
0
dσ Q′3Qi = 0, i = 1, 2).

w “TOM SLUˆAE ωS PREWRA]AETSQ W SIMPLEKTIˆESKU@ FORMU ROTATORA:

ωS = d�e ∧ d(�S × �e), �e 2 = 1, �S�e = 0.

fORMA ωu OPREDELQET SIMPLEKTIˆESKU@ STRUKTURU FAKTOR-PROSTRANSTWA M/Γ.
fORMY ωM , ωS I ωu NE QWLQ@TSQ NEZAWISIMYMI, POSKOLXKU W NABOR u WHODQT

PEREMENNYE µ I S. dOBAWLENIE ωu K ωM + ωS MENQET NEKOTORYE SKOBKI pUASSONA

W MEHANIKE ωM + ωS (W ˆASTNOSTI, {τ, �e }). fORMA ωu NE SODERVIT PEREMENNYH τ I

�ei, ONA SOHRANQETSQ PRI PREOBRAZOWANIQH, GENERIRUEMYH µ I �S W MEHANIKE ωM +ωS
(PRI SDWIGAH τ I WRA]ENIQH �ei). pO“TOMU W MEHANIKE ωM + ωS + ωu PEREMENNYE µ

I �S GENERIRU@T TE VE PREOBRAZOWANIQ:

{µ, τ} = 1, {Si, Sj} = −εijkSk, {Si, ej} = −εijkek,

OSTALXNYE SKOBKI pUASSONA {µ, ...}, {�S, ...} RAWNY NUL@.
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kANONIˆESKIE PREOBRAZOWANIQ FAZOWOGO PROSTRANSTWA δu = αX S GAMILXTONIA-
NOM H : iXω = dH SOHRANQ@T SIMPLEKTIˆESKU@ FORMU: δω = 0. pREOBRAZOWA-
NIQ S DINAMIˆESKIM PARAMETROM δu = α(u)X MENQ@T ω NA POLNYJ DIFFERENCIAL:
δω = LαXω = d(αiXω) = dα ∧ dH (ISPOLXZOWANY SOOTNO[ENIQ LX = iXd + diX I

dω = 0). pRI DOBAWLENII K ω SLAGAEMOGO ∆ω, SOHRANQ@]EGOSQ PRI PREOBRAZOWANIQH

δu = α(u)X : ∀α(u) δ∆ω = 0, GENERATOR H “TIH PREOBRAZOWANIJ NE MENQETSQ.

wOSSTANOWLENIE MEHANIKI DO 4-MERNOJ PROWODITSQ SLEDU@]IM OBRAZOM. wWODQTSQ

KANONIˆESKIE PEREMENNYE Zµ, Pµ – SREDNQQ KOORDINATA I POLNYJ 4-IMPULXS STRUNY,
W SIMPLEKTIˆESKU@ FORMU DOBAWLQETSQ SLAGAEMOE dPµ ∧ dZµ. oPORNAQ KRIWAQ W

PROSTRANSTWE mINKOWSKOGO OPREDELQETSQ WYRAVENIEM

Qµ(σ) = Xµ + Pµ
(
σ
π
− 1
)
− �Nµ �Q(σ), (4)

GDE N iµ = N iµ(P ) : N iµPµ = 0, N iµN
j
µ = −δij; Xµ = Zµ − 1

2
εijkΓ

ij
µ S
k,Γijµ = N iν∂N

j
ν/∂Pµ.

oPORNAQ KRIWAQ QWLQETSQ MIROWOJ LINIEJ KONCA STRUNY. oNA SWETOPODOBNA: Q′2 = 0.
mIROWOJ LIST STRUNY OPREDELQETSQ WYRAVENIEM xµ(σ1, σ2) = (Qµ(σ1) + Qµ(σ2))/2
(GEOMETRIˆESKOE MESTO SEREDIN OTREZKOW, SOEDINQ@]IH WSEWOZMOVNYE PARY TOˆEK NA

OPORNOJ KRIWOJ), SEˆENIE MIROWOGO LISTA PLOSKOSTX@ x0 = Const DAËT STRUNU W “TOT

MOMENT WREMENI. gAMILXTONIANOM SISTEMY QWLQETSQ SWQZX H = (P 2 −M2)/2π ≈ 0,
GENERIRU@]AQ SDWIGI Qµ(σ)→ Qµ(σ + τ ).

gENERATORY GRUPPY lORENCA OPREDELQ@TSQ WYRAVENIEM

Mµν = XµPν −XνPµ + εijkN
i
µN

j
νS
k.

—TI PEREMENNYE GENERIRU@T PREOBRAZOWANIQ lORENCA WEKTORA Xµ I SISTEMY KOOR-

DINAT (Pµ/
√
P 2, �Nµ�ei). wEKTOR Qµ(σ) RAZLOVEN PO “TOJ SISTEME KOORDINAT S KO“F-

FICIENTAMI (M
(
σ
π
− 1
)
, Qi(σ+τ )), SOHRANQ@]IMISQ PRI PREOBRAZOWANIQH lORENCA.

w NA[EM PODHODE Zµ, Pµ I �S QWLQ@TSQ NEZAWISIMYMI KANONIˆESKIMI PEREMENNYMI,
KWANTOWYE KOMMUTACIONNYE SOOTNO[ENIQ DLQ KOTORYH POSTULIRU@TSQ IZ SKOBOK

pUASSONA. nETRUDNO PROWERITX, ˆTO W KWANTOWOJ MEHANIKE ALGEBRA lORENCA Mµν
ZAMKNUTA, I Qµ PREOBRAZUETSQ KAK 4-WEKTOR.

pEREMENNYE u PARAMETRIZU@T SIMPLEKTIˆESKOE MNOGOOBRAZIE M/Γ. w RABOTAH

[1] NA KARTAH “TOGO MNOGOOBRAZIQ WWEDENY SIMPLEKTIˆESKIE KOORDINATY I ISSLEDO-
WANA STRUKTURA POLNORAZMERNOJ OKRESTNOSTI PRQMOLINEJNOJ STRUNY. gLOBALXNAQ

STRUKTURA “TOGO MNOGOOBRAZIQ NE IZUˆENA. mY BUDEM RASSMATRIWATX W M PODMNO-
GOOBRAZIQ WIDA u = u(µ, S).

2. oGRANIˆENNYE KONFIGURACII

rASSMOTRIM SEMEJSTWO M2 OPORNYH KRIWYH, FORMA KOTORYH ODNOZNAˆNO OPREDE-
LQETSQ DWUMQ PARAMETRAMI – MASSOJ I SPINOM STRUNY (DLINOJ I PLO]ADX@ OPORNOJ

KRIWOJ). pRIMEROM QWLQETSQ SEMEJSTWO “LLIPSOW. w M2 WKL@ˆA@TSQ OPORNYE KRI-
WYE ZADANNOJ FORMY SO WSEWOZMOVNYMI ZNAˆENIQMI τ I �ei. pO“TOMU WYDELENNYE
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PODMNOGOOBRAZIQ FAZOWOGO PROSTRANSTWA SOHRANQ@TSQ PRI “WOL@CII I PRI POWORO-
TAH. fAKTIˆESKI MY RASSMATRIWAEM TEORI@ ˆASTNOGO KLASSA DWIVENIJ STRUNY, W

KOTOROJ IMEETSQ WRA]ATELXNAQ INWARIANTNOSTX.
s UˆËTOM PEREMENNYH, OPREDELQ@]IH ORIENTACI@ I WYBOR OTMEˆENNOJ TOˆKI,

TAKOE SEMEJSTWO OBLADAET [ESTX@ STEPENQMI SWOBODY. pODSTANOWKA WYRAVENIQ Qi =
Qi(σ;µ, S) W TRETXE SLAGAEMOE FORMY (3) PRIWODIT “TO SLAGAEMOE K WIDU g(µ, S)dS∧
dµ, GDE

g(µ, S) = 1
2

∫ 2π
0

dσ
∂Q′i
∂µ

∂Qi

∂S
.

ωu MOVNO ZAPISATX W WIDE dF ∧ dµ + dG ∧ dS, GDE

F = −1
4

∫ 2π
0

dσ Q′i
∂Qi

∂µ
+

∂K

∂µ
, G = −1

4

∫ 2π
0

dσ Q′i
∂Qi

∂S
+

∂K

∂S
. (5)

—TI DWA SLAGAEMYH MOVNO WKL@ˆITX W ωM I ωS , PRI “TOM W FORMAH PEREOPREDELQTSQ

τ I �e (SM. PRILOVENIE):
τ ∗ = τ + F, �e ∗ = R(G)�e.

(w DANNOJ RABOTE R(�v, α) OBOZNAˆAET WRA]ENIE WOKRUG NAPRAWLENIQ �v NA UGOL α.

eSLI OSX �v NE UKAZANA, PODRAZUMEWAETSQ WRA]ENIE WOKRUG NAPRAWLENIQ �S.)
tAKIM OBRAZOM, NA RASSMATRIWAEMYH PODMNOGOOBRAZIQH FAZOWOGO PROSTRANSTWA

SIMPLEKTIˆESKAQ FORMA IMEET WID “OSCILLQTOR + ROTATOR”:

ω = dτ ∗ ∧ dµ + d�e ∗ ∧ d(�S × �e ∗). (6)

—TOT REZULXTAT NE ZAWISIT OT WYBORA SEMEJSTWA OPORNYH KRIWYH.
pROIZWOLXNAQ FUNKCIQ K W (5) OPREDELQET KANONIˆESKIE PREOBRAZOWANIQ PERE-

MENNYH τ ∗ I �e ∗. pRI PREOBRAZOWANII

τ → τ + δτ, �e→ R(δα)�e, Qi(σ)→ Rij(−δα)Qj(σ − δτ )

(δτ, δα ZAWISQT OT µ, S) MENQETSQ PREDSTAWITELX Qi(σ) W KLASSE “KWIWALENTNOSTI

M2/Γ, I NE MENQETSQ �Q(σ) ∈M2. nETRUDNO UBEDITXSQ, ˆTO IZMENENIE PEREMENNYH

(τ ∗, �e ∗) PRI “TOM PREOBRAZOWANII MOVNO SKOMPENSIROWATX KANONIˆESKIM PREOBRAZO-
WANIEM S K = −µδτ − Sδα. pO“TOMU KANONIˆESKIE PEREMENNYE (τ ∗, �e ∗) NE ZAWISQT

OT WYBORA PREDSTAWITELQ Qi(σ), WEKTOR �e ∗ I TOˆKA �Q(0)|τ∗=0 SWQZANY S KRIWOJ �Q(σ)
INWARIANTNYM OBRAZOM. mY WYBEREM �e = �e ∗, τ = τ ∗ I NE BUDEM DELATX RAZLIˆIQ

MEVDU “TIMI PEREMENNYMI.

3. gLOBALXNAQ TOPOLOGIQ FAZOWOGO PROSTRANSTWA

w TEORII STRUN MASSA I SPIN UDOWLETWORQ@T NERAWENSTWU µ ≥ S (USLOWIE rEDVE).
gEOMETRIˆESKI “TO USLOWIE OZNAˆAET, ˆTO SREDI WSEH ZAMKNUTYH KRIWYH ZADANNOJ
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DLINY MAKSIMALXNAQ ORIENTIROWANNAQ PLO]ADX DOSTIGAETSQ NA OKRUVNOSTI. tA-
KIM OBRAZOM, M2 ZANIMAET OBLASTX W PRQMOM PROIZWEDENII FAZOWYH PROSTRANSTW

OSCILLQTORA I ROTATORA. iMEETSQ E]Ë ODNO WAVNOE OTLIˆIE M2 OT

R2 (µ, τ ) × TM(S2) (�e, �S). (7)

pUSTX OPORNAQ KRIWAQ QWLQETSQ (k RAZ SLOVENNOJ) OKRUVNOSTX@. w “TOM SLUˆAE

STRUNA QWLQETSQ PRQMOLINEJNOJ (k RAZ SLOVENNOJ). pREOBRAZOWANIE τ → τ +C, �e→
R(−kC)�e SOHRANQET TAKIE OPORNYE KRIWYE (SM.RIS.2). dLQ PRQMOLINEJNYH STRUN

TOˆKI FAZOWOGO PROSTRANSTWA, SWQZANNYE “TIM PREOBRAZOWANIEM, NEOBHODIMO OTO-
VDESTWITX. pRQMOLINEJNYE STRUNY WYPOLNQ@T ROLX SKLEEK W FAZOWOM PROSTRAN-
STWE. eSLI SEMEJSTWO OPORNYH KRIWYH SODERVIT OKRUVNOSTI, TOM2 OBLADAET BOLEE

SLOVNOJ TOPOLOGIˆESKOJ STRUKTUROJ, ˆEM (7).

rIS.2. —WOL@CIQ I POWOROT SOHRANQ@T

OKRUVNOSTI.

mY RASSMOTRIM DWA TIPA OGRANIˆENNYH KONFIGURACIJ, KOTORYE MOVNO WZAIMNO

ODNOZNAˆNO OTOBRAZITX W FAZOWYE PROSTRANSTWA SISTEM

A) OSCILLQTOR + ROTATOR

(BEZ OGRANIˆENIJ NA “NERGI@ OSCILLQTORA I SPIN ROTATORA);
B) WOLˆOK.

3.1. oSCILLQTOR + ROTATOR

rASSMOTRIM SEMEJSTWO OPORNYH KRIWYH, DLQ KOTOROGO OBLASTX IZMENENIQ PE-
REMENNYH (µ, S) IMEET WID µ ≥ kS (RIS.3). oTOBRAVENIE W FAZOWOE PROSTRANSTWO

“OSCILLQTOR+ROTATOR” F IMEET WID

(µ, τ, �S,�e) → (I, τ, �S, �n),

(I ≥ 0, τ ∈ S1) – PEREMENNYE DEJSTWIE-UGOL DLQ OSCILLQTORA,

µ = kS + I, �n = R(kτ )�e.

oTOBRAVENIE WZAIMNO ODNOZNAˆNO, TOLXKO ESLI k ∈ N. pRI “TOM NA WERHNEJ GRANICE

OBLASTI STRUNA DOLVNA BYTX PRQMOLINEJNOJ (k RAZ SLOVENNOJ).
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rIS.3. oBLASTX rEDVE DLQ KONFIGURACIJ

TIPA “OSCILLQTOR+ROTATOR”.

pOLOVIM µ = f(I, S). pODSTAWLQQ “TO WYRAVENIE W FORMU (6), POLUˆIM

ω = dτ̃ ∧ dI + d�n ∧ d(�S × �n), τ̃ = f ′Iτ, �n = R(f ′Sτ )�e.

fORMA OPREDELQET SKOBKI pUASSONA2:

{I, τ̃} = 1, {Si, Sj} = −εijkSk, {Si, nj} = −εijknk.

iZMENENIE τ NA 2π NE MENQET KONFIGURACI@. —TO PREOBRAZOWANIE DOLVNO BYTX

TOVDESTWENNYM W F . oTS@DA SLEDUET, ˆTO f ′I , f
′
S ∈ Z. oBRATNOE OTOBRAVENIE τ =

τ̃ /f ′I , �e = R(−f ′S/f ′I · τ̃ )�n ODNOZNAˆNO PRI 1/f ′I , f
′
S/f

′
I ∈ Z. oTOBRAVENIE FAZOWYH

PROSTRANSTW WZAIMNO ODNOZNAˆNO PRI f ′I = ±1, f ′S = k ∈ Z, T.E. PRI µ = kS ± I .
uSLOWIE rEDVE WYPOLNQETSQ WO WSËM FAZOWOM PROSTRANSTWE TOLXKO PRI µ = kS +
I, k ∈ N.

oBLASTI DRUGOGO WIDA NEWOZMOVNO WZAIMNO ODNOZNAˆNO OTOBRAZITX W F , ESLI TRE-
BOWATX, ˆTOBY µ ZAWISEL TOLXKO OT I I S. mY TAKVE TREBUEM, ˆTOBY W SPINOWOJ ˆASTI

OTOBRAVENIE BYLO TOVDESTWENNYM (SPIN ROTATORA RAWEN SPINU STRUNY). —TI TREBO-
WANIQ SUVA@T KLASS RASSMATRIWAEMYH OTOBRAVENIJ. zAMETIM W SWQZI S “TIM, ˆTO PRI

SUVENII KANONIˆESKIH PREOBRAZOWANIJ OSCILLQTORA (PROIZWOLXNYH SOHRANQ@]IH PLO-
]ADX DIFFEOMORFIZMOW FAZOWOJ PLOSKOSTI) NA KLASS Ĩ = f(I) (Ĩ NE ZAWISIT OT τ ) UˆËT

SOHRANENIQ GLOBALXNOJ TOPOLOGII FAZOWOJ PLOSKOSTI OSTAWLQET TOLXKO PREOBRAZOWANIQ

WIDA Ĩ = I, τ̃ = τ + F (I). aNALOGIˆNOE QWLENIE PROISHODIT W RASSMATRIWAEMOJ ZADAˆE.
lOKALXNO KANONIˆESKIE PREOBRAZOWANIQ FAZOWOGO PROSTRANSTWA SU]ESTWU@T W KLASSE

µ = f(I, S) ∀f . tREBOWANIE SOHRANENIQ GLOBALXNOJ TOPOLOGII OTBIRAET W “TOM KLASSE

DISKRETNYJ NABOR PREOBRAZOWANIJ.

pOKAVEM, ˆTO NA WERHNEJ GRANICE OBLASTI rEDVE STRUNA DOLVNA BYTX PRQMO-
LINEJNOJ. w FAZOWOM PROSTRANSTWE OSCILLQTORA MNOVESTWO {I = 0, τ ∈ [0, 2π]}
PREDSTAWLQET ODNU TOˆKU. pO“TOMU (0, τ, �S, �n) → (µ = kS, τ, �S,�e = R(−kτ )�n) ∀τ
DOLVNO PREDSTAWLQTX ODNU KONFIGURACI@. —WOL@CIQ I WRA]ENIE DEJSTWU@T NA

TAKU@ KONFIGURACI@ ODINAKOWO. —TO WOZMOVNO TOLXKO W SLUˆAE PRQMOLINEJNOJ (k
RAZ SLOVENNOJ) STRUNY.

wNUTRI OBLASTI rEDVE (PRI I �= 0) STRUNA NE DOLVNA BYTX PRQMOLINEJNOJ, PO-
SKOLXKU W “TOM SLUˆAE W F WOZNIKA@T LI[NIE OTOVDESTWLENIQ. pO TOJ VE PRIˆINE

2dLQ POLUˆENIQ “TIH SOOTNO[ENIJ NEOBHODIMO OBRATITX KO“FFICIENTNU@ MATRICU SIMPLEKTI-
ˆESKOJ FORMY I WYˆISLITX SKOBKI dIRAKA NA POWERHNOSTI SWQZEJ �n2 = 1, �S�n = 0.
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WNUTRI OBLASTI OPORNAQ KRIWAQ NE DOLVNA BYTX KRATNOJ I NE DOLVNA OBLADATX

OSEWOJ SIMMETRIEJ, POSKOLXKU W “TIH SLUˆAQH W F SU]ESTWU@T DISKRETNYE PREOBRA-
ZOWANIQ, SOHRANQ@]IE KONFIGURACI@. oDNAKO W ˆASTNOM SLUˆAE, KOGDA WSE OPORNYE

KRIWYE W M2 QWLQ@TSQ KRATNYMI I/ILI OSESIMMETRIˆNYMI, T.E. KOGDA “TI SIM-
METRII IME@TSQ NE PRI ISKL@ˆITELXNYH ZNAˆENIQH µ I S, A WO WSËM FAZOWOM

PROSTRANSTWE, TAKOE SEMEJSTWO MOVNO WZAIMNO ODNOZNAˆNO OTOBRAZITX W F .

oSEWAQ SIMMETRIQ. pUSTX WSE KONFIGURACII (MOVET BYTX, ZA ISKL@ˆENIEM

GRANIˆNYH) QWLQ@TSQ d-KRATNYMI I OBLADA@T OSEWOJ SIMMETRIEJ PORQDKA p.
oSEWAQ SIMMETRIQ RAZBIWAET OPORNU@ KRIWU@ NA pd SIMMETRIˆNYH UˆASTKOW.
sDWIG T : τ → τ + 2π/pd “KWIWALENTEN POWOROTU �Q(σ) WOKRUG �S NA UGOL

α = 2πν/pd, GDE ν – ˆISLO ZACEPLENIQ �Q(σ) ZA OSX SIMMETRII �S (SM.RIS.4). zAPI[EM

α = 2πr/p, r = (ν/d)mod p ∈ Zp. pRI p �= 1 1 ≤ r < p, r I p WZAIMNO PROSTY (W
PROTIWNOM SLUˆAE r = nr̃, p = np̃, p̃∆τ = 2π/nd, p̃α = 2πr̃, T.E. OPORNAQ KRIWAQ

QWLQETSQ nd-KRATNOJ). pRI p = 1 (NET OSEWOJ SIMMETRII) r = 0. dLQ OPORNYH

KRIWYH, PERESEKA@]IH OSX SIMMETRII, ν NE OPREDELENO. oDNAKO PRI NEPRERYWNOJ

DEFORMACII KRIWOJ, SOHRANQ@]EJ OSEWU@ SIMMETRI@, pd SIMMETRIˆNYH UˆASTKOW

ODNOWREMENNO PERESEKA@T OSX SIMMETRII. pRI “TOM ν MENQETSQ NA pd, A r NE MENQET-
SQ. tAKIM OBRAZOM, W KLASSE OSESIMMETRIˆNYH KRIWYH r QWLQETSQ TOPOLOGIˆESKIM

INWARIANTOM, WSE KRIWYE W M2 OBLADA@T ODNIM I TEM VE r. w ˆASTNOSTI, DLQ

GRANIˆNOJ k-KRATNOJ OKRUVNOSTI ν = k = d(r + pn), n ∈ Z.

rIS.4. oSESIMMETRIˆNYE OPORNYE KRI-
WYE, p = 5, d = 1.

kONFIGURACIQ SOHRANQETSQ PRI PREOBRAZOWANII

U = T (2π/pd)R(−2πr/p).

nA WERHNEJ GRANICE OBLASTI rEDVE MOGUT PROISHODITX DOPOLNITELXNYE WYROVDE-
NIQ, k MOVET NE SOWPADATX S d. dLQ k-KRATNOJ OKRUVNOSTI DISKRETNAQ SIMME-
TRIQ U QWLQETSQ ˆASTNYM SLUˆAEM NEPRERYWNOJ SIMMETRII “TOJ KONFIGURACII:
T (C)R(−kC).

wEKTOR �n = R(kτ )�e SOHRANQETSQ PRI PREOBRAZOWANII U : �n→ R(2π(k−rd)/pd)�n =
�n. tAKIM OBRAZOM, W F PREOBRAZOWANIE U QWLQETSQ SDWIGOM τ → τ+2π/pd. pEREJDËM

K NOWYM KANONIˆESKIM PEREMENNYM τ = τ̃/pd, I = Ĩ · pd. w NOWYH PEREMENNYH U :
τ̃ → τ̃+2π, PO“TOMU W NOWOM FAZOWOM PROSTRANSTWE NET IZBYTOˆNYH OTOVDESTWLENIJ,
ONO NAHODITSQ WO WZAIMNO ODNOZNAˆNOM SOOTWETSTWII S M2. w SLEDU@]EM RAZDELE
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BUDET POKAZANO, ˆTO PRI PEREHODE K PEREMENNYM (Ĩ , τ̃) IZMENQETSQ SPIN-MASSOWYJ

SPEKTR SISTEMY.

P-OTRAVENIE. dLQ PLOSKIH OPORNYH KRIWYH (Q3 = 0) P -OTRAVENIE QWLQETSQ

POWOROTOM R(�S, π). dLQ NEPLOSKIH KRIWYH P -OTRAVENIE DEJSTWUET W M2 TOLXKO

PRI SPECIALXNOM WYBORE OPORNYH KRIWYH.
pOSKOLXKU P �Q OBLADAET TEMI VE µ I �S, ˆTO I �Q, “TI KRIWYE IME@T ODINA-

KOWU@ FORMU I IH MOVNO SOWMESTITX WRA]ENIEM WOKRUG �S NA NEKOTORYJ UGOL.
tAKIM OBRAZOM, P DEJSTWUET W M2 TOLXKO W TOM SLUˆAE, ESLI OPORNYE KRIWYE

OBLADA@T ZERKALXNO-POWOROTNOJ SIMMETRIEJ S2p. —TA SIMMETRIQ RAZBIWAET OPOR-
NU@ KRIWU@ NA 2pd SIMMETRIˆNYH UˆASTKOW. sDWIG T (∆τ ), ∆τ = π/pd DLQ TAKOJ

KRIWOJ “KWIWALENTEN OTRAVENI@ Π OTNOSITELXNO PLOSKOSTI, ORTOGONALXNOJ �S, I

POWOROTU WOKRUG �S NA UGOL α = πν/pd. (pLOSKIE OPORNYE KRIWYE WKL@ˆA@TSQ S@DA

KAK ˆASTNYJ SLUˆAJ ∆τ = α = 0.) pRI NEPRERYWNOJ DEFORMACII KRIWOJ ν/d MOVET

IZMENITXSQ NA 2pn, PRI “TOM r2 = (ν/d)mod 2p NE MENQeTSQ, I α = πr2/p. dLQ

GRANIˆNOJ k-KRATNOJ OKRUVNOSTI ν = k = d(r2 + 2pn). zAMETIM, ˆTO (S2p)
2 = Cp,

S2p-SIMMETRIˆNAQ KRIWAQ PRI p �= 1 QWLQETSQ TAKVE Cp-SIMMETRIˆNOJ. pRI p = 1
KRIWAQ QWLQETSQ P -SIMMETRIˆNOJ DLQ NEˆËTNYH ν/d (r2 = 1) I Π-SIMMETRIˆNOJ DLQ

ˆËTNYH ν/d (r2 = 0), SM.RIS.5.

rIS.5. oPORNYE KRIWYE S ZERKALXNO-POWOROTNOJ SIMMETRIEJ,
a: p = 1, ν = 1, r2 = 1, b: p = 1, ν = 2, r2 = 0, c: p = 2, ν = 1, r2 = 1, (d = 1).

pREOBRAZOWANIE Π DEJSTWUET NA DANNYE KONFIGURACII KAK R(−α)T (∆τ ), PO“TOMU

P = ΠR(π) = R(π−α)T (∆τ ). dLQ WEKTORA �n = R(kτ )�e: P�n = R(π+π(k−r2d)/pd)�n =
R(π)�n. tAKIM OBRAZOM, W F DLQ S2p-SIMMETRIˆNYH KONFIGURACIJ P = R(π)T (π/pd).

w OTLIˆIE OT SIMMETRII U , SOHRANENIE KONFIGURACIJ PRI PREOBRAZOWANII V =
ΠRT NE PRIWODIT K OTOVDESTWLENIQM W FAZOWOM PROSTRANSTWE I PERESTROJKE SPEKTROW

W KWANTOWOJ MEHANIKE. oPERACI@ Π NELXZQ PREDSTAWITX DISKRETNYM PREOBRAZOWANIEM

WM2, OTLIˆNYM OT (RT )−1, PO“TOMU V NELXZQ PREDSTAWITX OPERATOROM, OTLIˆNYM OT

TOVDESTWENNOGO. w OB]EJ MEHANIKEM PREOBRAZOWANIE Π MENQET FORMU KRIWOJ u. dLQ

S2p-SIMMETRIˆNYH KRIWYH WM TOˆKI (τ, �e, u) I (Tτ, R�e,Πu) NEOBHODIMO OTOVDESTWITX.
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3.2. wOLˆOK

pUSTX OBLASTX IZMENENIQ PEREMENNYH (µ, S) IMEET WID k1S ≤ µ ≤ k2S (RIS.6).
oTOBRAVENIE W FAZOWOE PROSTRANSTWO WOLˆKA G

(µ, τ, �S,�e) → (�S, �ni ∈ SO(3))

WZAIMNO ODNOZNAˆNO, TOLXKO ESLI k1,2 = k∓ 1, k ∈ N, k ≥ 2. pRI “TOM NA GRANICAH

OBLASTI STRUNA DOLVNA BYTX PRQMOLINEJNOJ (k ∓ 1 RAZ SLOVENNOJ).

rIS.6. oBLASTX rEDVE DLQ WOLˆKA.

pOLOVIM µ = f(S, S3), S3 – PROEKCIQ �S NA NAPRAWLENIE �n3, KOTOROE MY SEJˆAS

OPREDELIM.

ω = df ′Sτ ∧ dS + df ′S3τ ∧ dS3 + d�e ∧ d(�S × �e) = 1
2
d�ni ∧ d(�S × �ni). (8)

rEPER �ni OPREDELQETSQ SLEDU@]IM OBRAZOM (RIS.7). wNAˆALE �ni = �ei = (�e, �S ×
�e/S, �S/S). sIMPLEKTIˆESKU@ FORMU ROTATORA (TRETXE SLAGAEMOE (8)) MOVNO TAKVE

ZAPISATX KAK SIMPLEKTIˆESKU@ FORMU WOLˆKA (PRAWAQ ˆASTX (8)) S �ni = �ei. pERWOE

SLAGAEMOE W FORME MOVNO WTQNUTX W TRETXE S POMO]X@ POWOROTA REPERA WOKRUG �n3
NA UGOL α = f ′Sτ . zATEM POWERNËM REPER WOKRUG �n2 NA UGOL β = arccos S3/S, S3 =

F (µ, S). —TO WRA]ENIE NIˆEGO NE WYDELQET W FORME, POSKOLXKU �S�n2 = 0. wTOROE

SLAGAEMOE MOVNO WTQNUTX W TRETXE S POMO]X@ POWOROTA REPERA WOKRUG �n3 NA UGOL

γ = f ′S3τ . tAKIM OBRAZOM, �ni POLUˆAETSQ IZ �ei TREMQ POWOROTAMI NA UGLY —JLERA

α ∈ S1, β ∈ [0, π], γ ∈ S1, ZAWISQ]IE OT µ, τ I S:

(�e1, �e2, �e3)




cosα − sinα 0
sinα cosα 0

0 0 1






cosβ 0 − sinβ

0 1 0

sin β 0 cosβ






cos γ − sinγ 0
sinγ cos γ 0

0 0 1


 = (�n1, �n2, �n3).

rIS.7. pREOBRAZOWANIQ REPERA.
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fORMA (8) OPREDELQET SKOBKI pUASSONA3:

{Si, Sj} = −εijkSk, {Si, nkj} = −εiklnlj .

uˆTËM USLOWIE WZAIMNOJ ODNOZNAˆNOSTI OTOBRAVENIQ. pUSTX β ∈ (0, π). tOGDA:

1. iZMENENIE τ NA 2π NE MENQET �ni, ESLI f ′S3 , f
′
S ∈ Z.

2. rASSMOTRIM OBRATNOE OTOBRAVENIE G →M2. pEREMENNAQ γ OPREDELQETSQ KAK

UGOL POWOROTA REPERA OTNOSITELXNO �n3, PRI KOTOROM �n1 PEREHODIT W PLOSKOSTX

(�S, �n3), I (�S, �n3, �n2) IMEET POLOVITELXNU@ ORIENTACI@. pRI “TOM τ = γ/f ′S3 I

α = γf ′S/f
′
S3
. pRI IZMENENII γ NA 2π τ MENQETSQ NA 2π/f ′S3 I �e POWORAˆIWAETSQ

NA UGOL 2πf ′S/f
′
S3
. wM2 “TO PREOBRAZOWANIE TOVDESTWENNO, ESLI 1/f ′S3 , f

′
S/f

′
S3
∈

Z.

oTOBRAVENIE FAZOWYH PROSTRANSTW WZAIMNO ODNOZNAˆNO, ESLI f ′S3 = ±1, f ′S = k ∈ Z,
µ = kS ± S3. (tAKOJ GAMILXTONIAN WYZYWAET PRECESSI@ WOLˆKA.) uSLOWIE rEDVE

WYPOLNQETSQ PRI k ≥ 2. zAMENA ZNAKA S3 “KWIWALENTNA DISKRETNOMU PREOBRAZOWANI@

REPERA β → π − β, γ →−γ. dLQ OPREDELËNNOSTI W µ WYBEREM ZNAK PL@S.

eSLI NARU[ENO 1, TO SU]ESTWU@T NESKOLXKO POLOVENIJ REPERA, KOTORYM OTWEˆAET

ODNA KONFIGURACIQ. pRI f ′S = k/n, f ′S3 = l/n, n ∈ N, n ≥ 2, k, l ∈ Z (DROBI NESOKRA-
TIMY) n POLOVENIQM REPERA OTWEˆAET ODNA KONFIGURACIQ. eSLI PRI “TOM NE NARU[ENO

2, TO l = ±1. dALEE MY POKAVEM, ˆTO NA GRANICAH OBLASTI rEDVE STRUNA DOLVNA BYTX

PRQMOLINEJNOJ, SLOVENNOJ (k ± 1)/n RAZ. pO“TOMU (k ± 1)/n ∈ N⇒ n = 2, k NEˆËTNO,

µ = (kS + S3)/2. (9)

eSLI NARU[ENO 2, TO NESKOLXKIM KONFIGURACIQM OTWEˆAET ODIN REPER, T.E. STRUN-
NYE PEREMENNYE QWLQ@TSQ MNOGOLISTNYMI FUNKCIQMI REPERA. w KWANTOWOJ MEHANIKE

NARU[ENIE 1 BOLEE PRIEMLEMO, TAK KAK W “TOM SLUˆAE TOPOLOGIˆESKU@ STRUKTURU FAZO-
WOGO PROSTRANSTWA MOVNO UˆESTX S POMO]X@ PRAWILA OTBORA: SU]ESTWU@T DISKRETNYE

PREOBRAZOWANIQ REPERA, NE MENQ@]IE SOSTOQNIE. pRI NARU[ENII 2 NEOBHODIMO WWODITX

NEANALITIˆESKIE FUNKCII OPERATOROW.

dLQ TOGO ˆTOBY POLUˆITX GRUPPOWOE MNOGOOBRAZIE SO(3) ∼= RP 3 IZ MNOGOOBRAZIQ

UGLOW —JLERA S1× [0, π]×S1, NEOBHODIMO PROIZWESTI OPREDELËNNYE SKLEJKI W TOˆKAH

β = 0, π. (w M2 “TI TOˆKI LEVAT NA GRANICE OBLASTI rEDVE.) pRI β = 0, π
PREOBRAZOWANIE α → α + C, γ → γ ∓ C (WERHNIJ ZNAK DLQ β = 0, NIVNIJ –
DLQ β = π) SOHRANQET �ni. pREDSTAWIM “TO PREOBRAZOWANIE KAK KOMPOZICI@ DWUH

PREOBRAZOWANIJ: α→ α∓ f ′S/f
′
S3
C, γ → γ∓C I α→ α+(1± f ′S/f

′
S3
)C PRI NEIZMEN-

NOM γ. wM2 “TI PREOBRAZOWANIQ SOOTWETSTWU@T “WOL@CII τ → τ∓C/f ′S3 I POWOROTU

�e→ R(±(f ′S ± f ′S3)C/f ′S3)�e. —TI PREOBRAZOWANIQ SOHRANQ@T KONFIGURACI@ TOLXKO W

TOM SLUˆAE, KOGDA OPORNAQ KRIWAQ QWLQETSQ OKRUVNOSTX@, SLOVENNOJ f ′S ± f ′S3 RAZ

(k ± 1 RAZ, ESLI WYPOLNENY 1 I 2). dLQ TOGO ˆTOBY W G NE WOZNIKALO IZBYTOˆNYH

OTOVDESTWLENIJ, STRUNA DOLVNA BYTX PRQMOLINEJNOJ TOLXKO NA GRANICAH OBLASTI.

3dLQ POLUˆENIQ “TIH SOOTNO[ENIJ NEOBHODIMO OBRATITX KO“FFICIENTNU@ MATRICU SIMPLEKTI-
ˆESKOJ FORMY I WYˆISLITX SKOBKI dIRAKA NA POWERHNOSTI SWQZEJ �ni�nj = δij .
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oSEWAQ SIMMETRIQ. w TOM SLUˆAE, KOGDA WSE KONFIGURACII WNUTRI OBLASTI

rEDVE QWLQ@TSQ d-KRATNYMI I OBLADA@T SIMMETRIEJ Cp, W FAZOWOM PROSTRANSTWE

WOLˆKA DEJSTWUET DISKRETNOE PREOBRAZOWANIE U , SOHRANQ@]EE KONFIGURACI@. rAS-
SMATRIWAQ GRANIˆNYE KONFIGURACII, NETRUDNO POKAZATX, ˆTO k ± 1 = d(r + pn1,2).
wOZMOVNY DWA SLUˆAQ:

A) p = 2, d = 1, r = 1, k = 2n;
B) p = 1, d = 2, r = 0, k = 2n+ 1.

tAKIM OBRAZOM, KONFIGURACIQ MOVET BYTX OSESIMMETRIˆNOJ TOLXKO PRI ˆËTNYH k
I KRATNOJ TOLXKO PRI NEˆËTNYH k. pREOBRAZOWANIE U : α→ α+2π(k− rd)/pd, γ →
γ +2π/pd. w OBOIH SLUˆAQH (A I B) “TO “KWIWALENTNO ZAMENE α→ α+ π, γ → γ + π,

T.E. U = R(�S, π)R(�n3, π).

P-OTRAVENIE. dLQ PLOSKIH OPORNYH KRIWYH P = R(�S, π). rASSMOTRIM KRIWYE S

SIMMETRIEJ S2p. dLQ GRANIˆNYH KONFIGURACIJ k± 1 = d(r2+2pn1,2), ˆTO WOZMOVNO

LI[X PRI p = d = 1 (RIS.5a,b). pREOBRAZOWANIE P = R(�S, π(1−r2))T (π) “KWIWALENTNO

ZAMENE α → α + π(k + 1− r2) = α, γ → γ + π, T.E. P = R(�n3, π).

fAZOWOE PROSTRANSTWO WOLˆKA NEODNOSWQZNO, EGO FUNDAMENTALXNAQ GRUPPA

π1(R
3 × SO(3)) = Z2. w SILU WZAIMNOJ ODNOZNAˆNOSTI SOOTWETSTWIQ, M2 OBLADAET

TOJ VE TOPOLOGIˆESKOJ STRUKTUROJ. nESTQGIWAEMYM KONTUROM W SO(3) QWLQETSQ

WRA]ENIE NA 2π. w FAZOWOM PROSTRANSTWE STRUN “TOMU KONTURU OTWEˆAET WRA]ENIE

KONFIGURACII NA 2π. s POMO]X@ NEPRERYWNOJ DEFORMACII (RIS.8) “TO PREOBRAZOWA-
NIE MOVNO PEREWESTI W “WOL@CI@ W TEˆENIE PERIODA, ODNAKO EGO NEWOZMOVNO NEPRE-
RYWNO DEFORMIROWATX W POSTOQNNOE TOVDESTWENNOE PREOBRAZOWANIE. w TO VE WREMQ

WSE KONTURY, KOTORYE NELXZQ POLUˆITX IZ NESTQGIWAEMOGO KONTURA NEPRERYWNOJ

DEFORMACIEJ, QWLQ@TSQ STQGIWAEMYMI. w ˆASTNOSTI, STQGIWAEMYM QWLQETSQ WRA]E-
NIE NA 4π. rASSMOTRIM DLQ OPREDELËNNOSTI SLUˆAJ k = 2. nA GRANICAH OBLASTI

rEDVE NAHODQTSQ OKRUVNOSTI, SLOVENNYE 1-KRATNO I 3-KRATNO, DLQ KOTORYH “WOL@-
CIQ W TEˆENIE WREMENI τ “KWIWALENTNA WRA]ENI@ NA UGOL τ I 3τ SOOTWETSTWENNO.
pREDSTAWIM WRA]ENIE NA 4π KAK KOMPOZICI@ WRA]ENIJ NA 6π I −2π. dEFORMIRUQ

KONFIGURACI@ W 3-KRATNU@ OKRUVNOSTX, MOVNO PREWRATITX PERWOE PREOBRAZOWANIE

W “WOL@CI@ NA 2π. zATEM, PEREWODQ KONFIGURACI@ ˆEREZ 1-KRATNU@ OKRUVNOSTX,
PREWRATIM “TU “WOL@CI@ WO WRA]ENIE NA 2π. w KOMPOZICII S WRA]ENIEM NA −2π
POLUˆIM TOVDESTWENNOE PREOBRAZOWANIE.

mNOVESTWO M WSEH NEPRERYWNYH ZAMKNUTYH KRIWYH OBLADAET TRIWIALXNOJ

TOPOLOGIEJ: πn(M) = 0. (n-SFERU W M: �Q0(σ; u), u ∈ Sn MOVNO STQNUTX W TOˆKU
�Q1(σ) ∈ M GOMOTOPIEJ �Q0(σ; u) · (1 − f) + �Q1(σ) · f, f = 0 → 1.) mNOVESTWO

GLADKIH ZAMKNUTYH KRIWYHM′ OBLADAET BOLEE SLOVNOJ STRUKTUROJ. —TO MNOVESTWO

SWQZNO: π0(M′) = 0 (WSE GLADKIE PROSTRANSTWENNYE KRIWYE MOVNO PEREWESTI DRUG

W DRUGA NEPRERYWNOJ DEFORMACIEJ; ZAMETIM, ˆTO GLADKIE KRIWYE NA PLOSKOSTI

RAZBIWA@TSQ NA KLASSY PO ˆISLU OBOROTOW KASATELXNOGO WEKTORA, π0(M′) = Z). M′
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NEODNOSWQZNO: π1(M′) �= 0. nESTQGIWAEMYJ KONTUR W M′ POKAZAN NA RIS.9. (gLADKIM

ZAMKNUTYM KRIWYM �Q(σ) OTWEˆA@T NEPRERYWNYE ZAMKNUTYE KRIWYE �Q′(σ) NA SFERE

|�Q′(σ)| = M/π. sU]ESTWU@T NEPRERYWNYE OTOBRAVENIQ �Q′(σ, u) : S1 × S1 → S2,

OBLADA@]IE STEPENX@ n = deg �Q′ �= 0, PRI KOTORYH OBRAZ TORA POKRYWAET SFERU

n RAZ. tAKIE OTOBRAVENIQ NEWOZMOVNO NEPRERYWNO DEFORMIROWATX W OTOBRAVENIQ,
TOVDESTWENNYE PO u.)

zAMETIM TAKVE, ˆTO PRI RASSMOTRENII OGRANIˆENNYH KONFIGURACIJ W M MOVNO

WYDELITX PODMNOGOOBRAZIQ S TOPOLOGIˆESKIMI SWOJSTWAMI, OTLIˆNYMI OT SWOJSTW

M.

rIS.8. wRA]ENIE KONFIGURACII NA 2π
MOVNO NEPRERYWNO DEFORMIROWATX W “WOL@-
CI@ ZA PERIOD. dEFORMACIQ PROWODIT KON-
FIGURACI@ ˆEREZ PODMNOGOOBRAZIE PRQMO-
LINEJNYH STRUN, DLQ KOTORYH “TI DWA PRE-
OBRAZOWANIQ SOWPADA@T.

rIS.9. nESTQGIWAEMAQ DEFORMACIQ GLADKOJ ZAMKNUTOJ KRIWOJ. pRI UKAZANNOJ DEFORMACII

KRIWOJ �Q(σ) KRIWAQ �Q′(σ) ODNOKRATNO ZAMETAET SFERU. —TO DWIVENIE NEWOZMOVNO NEPRERYWNO DE-

FORMIROWATX W NEPODWIVNU@ KRIWU@ �Q′(σ).

tOˆKI SAMOPERESEˆENIQ KRIWOJ �Q′(σ) OTWEˆA@T OSOBYM TOˆKAM NA MIROWOM LISTE [4]. dANNAQ

DEFORMACIQ OPORNOJ KRIWOJ SOPROWOVDAETSQ PROCESSAMI ROVDENIQ/UNIˆTOVENIQ OSOBYH TOˆEK: W
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MOMENT a NA LISTE POQWLQETSQ PARA OSOBYH TOˆEK, KOTORYE PEREME]A@TSQ K KRA@ LISTA I ISˆEZA@T

NA KRAE W MOMENTY b I c (W “TI MOMENTY PETLI NA KRIWOJ �Q′(σ) STQGIWA@TSQ W TOˆKAH WOZWRATA).

zAMEˆANIE. tOˆKI FAZOWOGO PROSTRANSTWA S = 0 QWLQ@TSQ OSOBYMI. w RAZD.1
MY WYBRALI �e3 = �S/S. kROME TOGO, PRI KANONIˆESKIH OTOBRAVENIQH PROIZWODILISX

WRA]ENIQ WEKTOROW WOKRUG NAPRAWLENIQ �S, GAMILXTONIAN TAKVE GENERIRUET TAKIE

WRA]ENIQ. —TI WRA]ENIQ OPREDELENY TOLXKO PRI S �= 0. pRIˆINA NEOPREDELËNNOSTI

SOSTOIT W TOM, ˆTO FUNKCIQ S =
√
�S2 QWLQETSQ NEGLADKOJ W TOˆKE �S = 0. w KWAN-

TOWOJ MEHANIKE “TU OSOBENNOSTX MOVNO USTRANITX PRI SOOTWETSTWU@]EM WYBORE

KWANTOWYH ANALOGOW S I �ni.

4. kWANTOWANIE

w PREDYDU]EM RAZDELE MY RASSMOTRELI 6-MERNYE PODMNOGOOBRAZIQ W FAZOWOM

PROSTRANSTWE STRUNY, IZOMORFNYE FAZOWYM PROSTRANSTWAM OSCILLQTOR+ROTATOR I

WOLˆOK. kWANTOWYE TEORII “TIH SISTEM HORO[O IZUˆENY.

4.1. oSCILLQTOR + ROTATOR

pROSTRANSTWO SOSTOQNIJ: PRQMOE PROIZWEDENIE FOKOWSKOGO PROSTRANSTWA

α|0〉 = 0, |I〉 = (α+)I |0〉, [α, α+] = 1, (α – KWANTOWYJ ANALOG
√
Ie−iτ ) NA PRO-

STRANSTWO (KWADRATIˆNO INTEGRIRUEMYH) FUNKCIJ OT WEKTORA �n NA EDINIˆNOJ SFE-

RE. pRI “TOM �S = −i�n× ∂/∂�n. wYPOLNENY SOOTNO[ENIQ

�S�n = 0, [Si, Sj] = iεijkS
k, [Si, nj] = iεijkn

k.

rIS.10. sPEKTR MASS DLQ KONFIGURACIJ

TIPA OSCILLQTOR+ROTATOR, k = 1.

bAZIS PROSTRANSTWA SOSTOQNIJ: |ISS3〉 = |I〉 · YSS3 (�n).
oPERATOR KWADRATA MASSY: µ = kS + I + c0, I = α+α, c0 – PROIZWOLXNAQ c-

ˆISLOWAQ KONSTANTA. oPERATOR S OPREDELQETSQ SOOTNO[ENIEM [5] S =
√
�S2 + 1/4 −

14



1/2, TAK ˆTO �S2 = S(S + 1). oPERATOR S GENERIRUET WRA]ENIQ �n WOKRUG �S. w TE-
ORII ROTATORA SOBSTWENNYE ZNAˆENIQ S = 0, 1, 2... sPIN-MASSOWYJ SPEKTR PRIWEDËN

NA RIS.10. sPEKTR SOSTOIT IZ LINEJNYH REDVEWSKIH TRAEKTORIJ, I QWLQETSQ NO-
MEROM TRAEKTORII. sOSTOQNIQ SPEKTRA NEWYROVDENY (BEZ UˆËTA (2S + 1)-KRATNOGO

WYROVDENIQ PO S3).

dISKRETNYE SIMMETRII

oSEWAQ SIMMETRIQ. pRI KWANTOWANII Cp-SIMMETRIˆNYH KONFIGURACIJ PO-
LUˆAETSQ SPEKTR µ = kS + pdĨ + c0, Ĩ = 0, 1, 2..., T.E. W SPEKTRE RIS.10 NEOBHODIMO

OSTAWITX TRAEKTORII S NOMERAMI, KRATNYMI pd.4

—TOT REZULXTAT MOVNO POLUˆITX TAKVE S POMO]X@ PRAWILA OTBORA PO KWANTOWO-
MU ˆISLU U . pREOBRAZOWANIE U = T (2π/pd) ⇔ α+ → ei2π/pdα+ MOVNO REALIZOWATX

S POMO]X@ UNITARNOGO OPERATORA U = ei2πI/pd. dLQ U-SIMMETRIˆNYH KONFIGURACIJ

[ �Q(σ), U ] = 0, �Q(σ) SOHRANQET U . tAKIM OBRAZOM, PROSTRANSTWO SOSTOQNIJ RAZBIWA-
ETSQ NA pd IZOLIROWANNYH SEKTOROW S RAZNYMI U : NET OPERATOROW, POSTROENNYH IZ

KONFIGURACII �Q(σ), KOTORYE PEREWODQT DRUG W DRUGA SOSTOQNIQ IZ RAZNYH SEKTO-
ROW. sPEKTRY MASS DLQ “TIH SEKTOROW (RIS.11) OTLIˆA@TSQ DRUG OT DRUGA NA SDWIG

WDOLX OSI µ. pOSKOLXKU “TOT SDWIG TAKVE MOVNO POLUˆITX IZMENENIEM KONSTANTY

c0, IMEET SMYSL RASSMATRIWATX TOLXKO ODIN SEKTOR S U = 1.

rIS.11. sPEKTR MASS DLQ OSESIMMETRIˆ-
NOJ KONFIGURACII S p = 2, d = 1, k =
1. pROSTRANSTWO SOSTOQNIJ RAZBITO NA 2
SEKTORA S OPREDELËNNYMI ZNAˆENIQMI U =
(−1)I : U = +1 (SPLO[NYE LINII), U = −1
([TRIHOWYE LINII).

P-OTRAVENIE. dLQ PLOSKIH KONFIGURACIJ P = eiπS = (−1)S. dLQ S2p-SIM-

METRIˆNYH KONFIGURACIJ P = eiπS+iπI/pd = (−1)S+I/pd = (−1)S+Ĩ .
4pOLUˆENNYJ SPEKTR SODERVITSQ W SPEKTRE DLQ PROIZWOLXNYH OSESIMMETRIˆNYH KONFIGURACIJ,

PRIWEDENNOM W RABOTE [3].
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4.2. wOLˆOK

pROSTRANSTWO SOSTOQNIJ OBRAZOWANO FUNKCIQMI OT �ni ∈ SO(3). w SILU SWOJSTWA

π1(SO(3)) = Z2, WOZMOVNY DWA PREDSTAWLENIQ SO(3): ODNOZNAˆNOE I DWUZNAˆNOE [6].

sPIN OPREDELQETSQ DIFFERENCIALXNYM OPERATOROM �S = −i�ni × ∂/∂�ni. pROEKCIQ

SPINA NA REPER Si = �ni�S. wYPOLNENY KOMMUTACIONNYE SOOTNO[ENIQ:

[Si, Sj] = iεijkS
k, [Si, nkj ] = iεikln

l
j,

[Si, Sj] = −iεijkSk, [Si, n
k
j ] = −iεijlnkl , [Si, Sj] = 0.

oPERATOR Si GENERIRUET WRA]ENIQ REPERA OTNOSITELXNO WNE[NEJ SISTEMY KOORDI-
NAT, Si GENERIRUET WRA]ENIQ OTNOSITELXNO OSEJ REPERA. —TI PREOBRAZOWANIQ DEJ-
STWU@T NA RAZNYE INDEKSY W nkj . oNI KOMMUTIRU@T, PO“TOMU S3 I S3 ODNOWREMENNO

IZMERIMY.
bAZIS PROSTRANSTWA SOSTOQNIJ OBRAZOWAN D-FUNKCIQMI wIGNERA:

|SS3S3〉 = DSS3S3(�ni), S3, S
3 = −S,−S + 1 ... S,

GDE S PRINIMAET CELYE ZNAˆENIQ DLQ ODNOZNAˆNOGO PREDSTAWLENIQ I POLUCELYE DLQ

DWUZNAˆNOGO.
oPERATOR KWADRATA MASSY µ = kS + S3 + c0. sPEKTR PRIWEDËN NA RIS.12.

rIS.12. sPEKTR MASS DLQ WOLˆKA, k = 2, CELYE I POLUCELYE ZNAˆENIQ S.

dISKRETNYE SIMMETRII

oSEWAQ SIMMETRIQ. U = R(�S, π)R(�n3, π) = eiπSeiπS3 = (−1)S+S3 . nA WERHNEJ

GRANICE OBLASTI S3 = −S, U = +1. sPEKTR RAZBIWAETSQ NA TRAEKTORII, PARALLELX-
NYE WERHNEJ GRANICE, S ˆEREDU@]IMISQ ZNAˆENIQMI U = ±1 (RIS.13).
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rIS.13. sPEKTR MASS: WWERHU – DLQ OSE-
SIMMETRIˆNOJ KONFIGURACII p = 2, d =
1, k = 2; WNIZU – DLQ KRATNOJ KONFIGURACII

p = 1, d = 2, k = 3. pROSTRANSTWO SOSTOQ-
NIJ RAZBITO NA 2 SEKTORA S OPREDELËNNYMI

ZNAˆENIQMI U : U = +1 (SPLO[NYE LINII),
U = −1 ([TRIHOWYE LINII).

P-OTRAVENIE. dLQ PLOSKIH KONFIGURACIJ P = (−1)S. dLQ S2-
SIMMETRIˆNYH KONFIGURACIJ P = (−1)S3 . w MEHANIKE WOLˆKA I W MEHANIKE OS-
CILLQTOR+ROTATOR P -ˆËTNOSTI SOSTOQNIJ S ZADANNYMI (µ, S) PODˆINQ@TSQ ODNOJ

ZAKONOMERNOSTI — NA GLAWNOJ TRAEKTORII (Ĩ = 0, S3 = −S) P = (−1)S, NA DO-
ˆERNIH TRAEKTORIQH (Ĩ = n, S3 = −S + n, n = 1, 2...) ˆËTNOSTI TE VE W SLUˆAE

PLOSKIH KONFIGURACIJ I OTLIˆA@TSQ MNOVITELEM (−1)n DLQ S2p-SIMMETRIˆNYH

KONFIGURACIJ.

rASSMOTRIM WOLˆOK (9): µ = (kS + S3)/2, k NEˆËTNO. sISTEMA OBLADAET DISKRETNOJ

SIMMETRIEJ: PREOBRAZOWANIE τ → τ + 2π ⇒ α→ α + π, γ → γ + π NE MENQET KONFIGU-
RACI@. pREOBRAZOWANIE SOWPADAET S SIMMETRIEJ U . pROSTRANSTWO SOSTOQNIJ RAZBITO

NA DWA IZOLIROWANNYH SEKTORA S OPREDELËNNYMI ZNAˆENIQMI U = (−1)S+S3 . sPEKTR

POKAZAN NA RIS.14. (zAMETIM, ˆTO KONFIGURACII (9) NE MOGUT BYTX Cp-SIMMETRIˆNYMI,
POSKOLXKU (k ± 1)/2 = d(r + pn1,2) ⇒ p = d = 1. w DANNOM SLUˆAE SIMMETRIQ U WOZ-
NIKAET IZ-ZA DWUZNAˆNOSTI OTOBRAVENIQ M2 → G. kONFIGURACII (9) TAKVE NE MOGUT

BYTX S2p-SIMMETRIˆNYMI, POSKOLXKU USLOWIE (k±1)/2 = d(r2+2pn1,2) NE WYPOLNQETSQ

NI PRI KAKIH p I d. pO“TOMU W FAZOWOM PROSTRANSTWE KONFIGURACIJ (9) NE DEJSTWUET

P -OTRAVENIE.)
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rIS.14. sPEKTR SISTEMY S DISKRETNOJ

SIMMETRIEJ (9), k = 3.

4.3. kONFIGURACIQ

pOSTROIM OPERATOR �Q(σ) W TEORII ”OSCILLQTOR+ROTATOR”:

�Q(σ) = �n+Q−(σ) +Q+(σ)�n
− + �n3Q3(σ), (10)

�n1 = �n, �n2 =
1

S+1/2

(
�S × �n− i

2
�n
)
, �n3 =

1
S+1/2

�S, �n+i = �ni,

�n± = (�n1 ∓ i�n2)/
√
2, [S, �n±] = ±�n±, �S�n± = 0,

�n±�n± = 0, (�n+�n− + �n−�n+)/2 = 1,

(DOKAZATELXSTWO “TIH SWOJSTW PRIWEDENO W [5]);

u = 1√
I+1

α – KWANTOWYJ ANALOG e−iτ , [u, I ] = u, uu+ = 1;

Q−(σ) = Qk−e
ikσ +

∞∑
n=k+1

u+ n−kQn−e
inσ +

∞∑
n=−k+1

Q−n− un+ke−inσ, (11)

Q+(σ) = Q−k+ e−ikσ +
∞∑

n=−k+1
u+ n+kQn+e

inσ +
∞∑

n=k+1

Q−n+ un−ke−inσ,

Q3(σ) =
∞∑
n=1

u+ nQn3e
inσ +Q−n3 une−inσ,

Qni = Qni (I, S), i = ±, 3; Q0i = 0; (Qn−)
+ = Q−n+ , (Qn3)

+ = Q−n3 .

oPERATOR �Q “RMITOW. pRI WRA]ENIQH �Q PREOBRAZUETSQ KAK WEKTOR: [Si, Qj] = iεijkQ
k.

nETRUDNO POKAZATX, ˆTO [Q±, I ] =
(
i d
dσ
∓ k
)
Q±, [Q3, I ] = i d

dσ
Q3, PO“TOMU [ �Q, µ] =

i d
dσ

�Q. pOSTROENIE 4-WEKTORA Qµ(σ) PROWODITSQ SOGLASNO (4), PRI “TOM NE WOZNIKAET

NEOPREDELËNNOSTI UPORQDOˆENIQ. kAK UVE OTMEˆALOSX, W DANNOM PODHODE GRUPPA

lORENCA SWOBODNA OT KWANTOWYH ANOMALIJ, I Qµ(σ) PREOBRAZUETSQ PO NEJ KAK 4-
WEKTOR.

Qni (I, S) SOWPADA@T S KO“FFICIENTAMI FURXE-RAZLOVENIJ KLASSIˆESKIH FUNKCIJ

Qi(σ). pRI NATURALXNOJ PARAMETRIZACII OPORNYH KRIWYH “TI FUNKCII, KAK PRA-
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WILO, NE QWLQ@TSQ “LEMENTARNYMI. dEJSTWIE OPERATOROW Qni NAIBOLEE PROSTO OPRE-
DELQETSQ W BAZISE |ISS3〉. zAMETIM, ˆTO W (11) MOVNO WYBRATX INOE UPORQDOˆENIE

NEKOMMUTIRU@]IH OPERATOROW u, u+ I Qni , SOGLASOWANNOE SO SWOJSTWOM “RMITOWOSTI
�Q. sTRUKTURA OPERATORA (10) OBESPEˆIWAET PRAWILXNYE TRANSFORMACIONNYE SWOJ-

STWA OPERATORA �Q NEZAWISIMO OT KONKRETNOGO WIDA FUNKCIJ Qni I UPORQDOˆENIQ W

(11).

dLQ Cp-SIMMETRIˆNYH KONFIGURACIJ �Q(σ) SODERVIT STEPENI OPERATOROW

upd, u+pd, MENQ@]IE I NA npd. oTS@DA NEPOSREDSTWENNO WIDNO, ˆTO PROSTRANSTWO

SOSTOQNIJ RAZBITO NA IZOLIROWANNYE SEKTORY S RAZNYMI Imod pd. dLQ S2p-SIM-

METRIˆNYH KONFIGURACIJ KOMPONENTA �Q(σ), ORTOGONALXNAQ �S, SODERVIT ˆËTNYE

STEPENI OPERATOROW upd, u+pd, A KOMPONENTA, PARALLELXNAQ �S – NEˆËTNYE STEPENI

“TIH OPERATOROW. pO“TOMU SIMMETRIQ S2p NE PRIWODIT K DOPOLNITELXNYM RAZBIENI-
QM PROSTRANSTWA SOSTOQNIJ. kO“FFICIENTY PRI �n± MENQ@T I NA 2npd I SOHRANQ@T

P = (−1)S+I/pd, KO“FFICIENT PRI �n3 MENQET P , WEKTORY �n± QWLQ@TSQ P -NEˆËTNYMI,

�n3 – P -ˆËTNYM, PO“TOMU OPERATOR �Q(σ) QWLQETSQ P -NEˆËTNYM: P �Q = −�QP , W SOOT-
WETSTWII S OPREDELENIEM OPERACII P .

sPOSOB UPORQDOˆENIQ (11) QWLQETSQ WYDELENNYM. pRI TAKOM UPORQDOˆENII GLAW-

NAQ REDVEWSKAQ TRAEKTORIQ IZOLIROWANA OT DOˆERNIH, T.E. OPERATOR �Q SOHRANQET

PODPROSTRANSTWO S I = 0 I ORTOGONALXNOE DOPOLNENIE K NEMU. dLQ PRQMOLINEJNOJ

k RAZ SLOVENNOJ STRUNY KO“FFICIENTY Qni PRINIMA@T SLEDU@]IE ZNAˆENIQ:

Qn−(0, S) =
√
S
πk

δn,k, Qn+(0, S) =
√
S
πk

δn,−k, Qn3(0, S) = 0. (12)

pRI DEJSTWII NA SOSTOQNIQ |0SS3〉 W OPERATORAH Qi(σ) OTLIˆNY OT NULQ TOLXKO

PERWYE SLAGAEMYE Q±(σ). oPERATORY �ni KOMMUTIRU@T S I (DEJSTWU@T NA REDVEWSKOJ

TRAEKTORII). pO“TOMU �Q(σ)|0SS3〉 =
(
�n+
√
S
πk

eikσ +
√
S
πk

�n−e−ikσ
)
|0SS3〉. wYRAVENIE

W SKOBKAH SOWPADAET S OPERATOROM KONFIGURACII W TEORII PRQMOLINEJNOJ STRUNY

[2], S TOˆNOSTX@ DO ZAMENY NA MASSOWOJ POWERHNOSTI kS → P 2/2π.
pRI UPORQDOˆENIQH, OTLIˆNYH OT (11), SWOJSTWO IZOLIROWANNOSTI GLAWNOJ RED-

VEWSKOJ TRAEKTORII TERQETSQ, W Qi(σ) POQWLQ@TSQ ˆLENY, WYZYWA@]IE PEREHODY

MEVDU GLAWNOJ I DOˆERNIMI TRAEKTORIQMI. mATRIˆNYJ “LEMENT 〈0S ′S3′|�Q(σ)|0SS3〉
PO-PREVNEMU SOWPADAET S ANALOGIˆNYM MATRIˆNYM “LEMENTOM W TEORII PRQMOLI-
NEJNOJ STRUNY, POSKOLXKU W NEGO DA@T WKLAD TOLXKO PERWYE SLAGAEMYE Q±(σ), NE

SODERVA]IE NEOPREDELËNNOSTI UPORQDOˆENIQ.

zAKL@ˆENIE

dLQ ˆASTNYH KLASSOW DWIVENIJ STRUNY, OPISANNYH W RAZD.2, POSTROENA GAMILX-
TONOWA MEHANIKA, W KOTOROJ SPIN STRUNY QWLQETSQ NEZAWISIMOJ PEREMENNOJ. —TO

POZWOLQET POSTROITX KWANTOWU@ TEORI@ BEZ ANOMALIJ. w ZAKL@ˆENIE OBSUDIM ROLX

NEKOTORYH “LEMENTOW KONSTRUKCII, ISPOLXZOWANNOJ W DANNOJ RABOTE.
nETRUDNO ZAMETITX, ˆTO POLUˆENNYE SPEKTRY SOWPADA@T S REZULXTATOM KWANTO-

WANIQ SISTEMY KAK SOWOKUPNOSTI (6) OSCILLQTOR (µ, τ ) + ROTATOR (�S,�e) I POSLEDU-
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@]EGO NALOVENIQ KLASSIˆESKIH OGRANIˆENIJ NA µ I S KAK USLOWIJ NA SOBSTWENNYE

ZNAˆENIQ. zA ISKL@ˆENIEM DWUZNAˆNOGO PREDSTAWLENIQ WOLˆKA, POSTROENNYE SPEK-
TRY 2-PARAMETRIˆESKIH KONFIGURACIJ SOWPADA@T S SOOTWETSTWU@]IMI ˆASTQMI

CELOˆISLENNOJ RE[ËTKI (µ, S), POLUˆAEMOJ PRI ”NAIWNOM” KWANTOWANII (SM.RIS.15).
pRI “TOM SIMMETRIQ U = ei2π(µ/pd−Sr/p) RAZBIWAET SPEKTR NA pd SOWOKUPNOSTEJ PA-
RALLELXNYH TRAEKTORIJ, I P -ˆËTNOSTX SOSTOQNIJ SOWPADAET S WYˆISLENNOJ W RAZD.4.

rIS.15.
sPEKTRY 2-PARAMETRIˆESKIH KONFIGURACIJ

SODERVATSQ W SPEKTRE SISTEMY OSCILLQTOR

(µ, τ) + ROTATOR (�S,�e) BEZ OGRANIˆENIJ NA

µ I S: 1 – OSCILLQTOR+ROTATOR; 2 – WOLˆOK

S ∈ Z; 3 – WOLˆOK (9) U = +1.

w TAKOJ KWANTOWOJ TEORII, ODNAKO, IME@TSQ OPERATORY, NE SOHRANQ@]IE WY-
DELENNYE OBLASTI SPEKTRA. tAKVE NET WOZMOVNOSTI PROWERITX W OB]EM WIDE, SO-
HRANQ@TSQ LI “TI OBLASTI POD DEJSTWIEM OPERATORA KONFIGURACII �Q(σ) (TOLXKO W

“TOM SLUˆAE W WYDELENNOM PODPROSTRANSTWE BUDET POSTROENA KWANTOWAQ TEORIQ OGRA-
NIˆENNYH STRUNNYH KONFIGURACIJ). w PODHODE, ISPOLXZOWANNOM W DANNOJ RABOTE,
OBLASTI W SPEKTRE WOZNIKA@T WSLEDSTWIE ESTESTWENNYH NERAWENSTW, WYPOLNQ@]IHSQ

WO WSPOMOGATELXNYH FAZOWYH PROSTRANSTWAH (I ≥ 0 ILI |S3| ≤ S), WSE OPERATORY

TEORII SOHRANQ@T “TI OBLASTI.
rOLX WSPOMOGATELXNYH FAZOWYH PROSTRANSTW NE OGRANIˆIWAETSQ PRIWEDENIEM

NERAWENSTWA rEDVE K ”ESTESTWENNOMU WIDU”. oTOBRAVENIE WO WSPOMOGATELXNYE FA-
ZOWYE PROSTRANSTWA DOLVNO BYTX WZAIMNO ODNOZNAˆNYM. w PROTIWNOM SLUˆAE W

KWANTOWOJ TEORII BUDUT POLUˆENY ISKAVËNNYE SPEKTRY. tAK, WYPOLNENIQ NERAWEN-
STWA µ ≥ S MOVNO DOBITXSQ, ESLI POLOVITX µ = S + I2, I – “NERGIQ OSCILLQTORA.
pRI “TOM W KWANTOWOJ TEORII REDVEWSKIE TRAEKTORII NE BUDUT “KWIDISTANTNY-
MI. pRIˆINA ISKAVENIQ SOSTOIT W TOM, ˆTO WZAIMNO ODNOZNAˆNOGO KANONIˆESKOGO

PREOBRAZOWANIQ S TAKIM OPREDELENIEM µ NE SU]ESTWUET, “TO OPREDELENIE OPISYWA-
ET SISTEMU, PRINCIPIALXNO OTLIˆA@]U@SQ OT ISHODNOJ MEHANIKI ˆASTNOGO KLASSA

DWIVENIJ STRUNY.

aWTOR BLAGODARIT —.a.pETROSQNA, g.p.pRONXKO, a.w.rAZUMOWA I l.d.sOLOWXËWA

ZA POLEZNYE OBSUVDENIQ. rABOTA WYPOLNENA PRI FINANSOWOJ PODDERVKE mEVDUNA-
RODNOJ sOROSOWSKOJ pROGRAMMY.
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pRILOVENIE

zAMENY REPERA W SIMPLEKTIˆESKOJ FORME WOLˆKA

pUSTX �ei = Rij�nj, GDE Rij(α) – ORTOGONALXNAQ MATRICA, ZAWISQ]AQ OT ODNOGO PARAMETRA.
pODSTAWLQQ “TO WYRAVENIE W SIMPLEKTIˆESKU@ FORMU WOLˆKA, POLUˆIM

ωS = 1
2
d�ni ∧ d(�S × �ni)− 1

2
(�S × �nj , �nk)dRij ∧ dRik +

1
2
εkjl RikdRij ∧ d(�nl�S).

wTOROE SLAGAEMOE PROPORCIONALXNO dα∧ dα = 0. pUSTX R(α) – PODGRUPPA WRA]ENIJ WOKRUG

NAPRAWLENIQ �r: R(α) = er̂α, r̂ij = εijkrk. tOGDA RTdR = r̂dα I TRETXE SLAGAEMOE MOVNO

ZAPISATX W WIDE dα ∧ dSr, GDE Sr = ri�ni �S – PROEKCIQ �S NA OSX WRA]ENIQ.

tAKIM OBRAZOM, PRI WRA]ENII REPERA NA UGOL α OTNOSITELXNO OSI �r W SIMPLEKTIˆE-
SKOJ FORME WYDELQETSQ ˆLEN dα ∧ dSr. wRA]ENIE MOVET PROIZWODITXSQ OTNOSITELXNO OSEJ

�ei (LIBO OTNOSITELXNO OSI, IME@]EJ NEDINAMIˆESKOE RAZLOVENIE PO �ei). pRI WRA]ENII

�ei I �S OTNOSITELXNO OSEJ WNE[NEJ SISTEMY KOORDINAT WYDELQETSQ SLAGAEMOE −dα ∧ dSr
(eji = Rjknki , ωS = 1

2
εijkdeia ∧ d(Sjeka) = −12εabcdeia ∧ d(Sbe

i
c), Sa = �S�ea, DOKAZATELXSTWO ANALO-

GIˆNO PRIWEDENNOMU WY[E). pRI PREOBRAZOWANIQH ωS SU]ESTWENNO ISPOLXZOWALOSX TO, ˆTO

UGOL WRA]ENIQ α – EDINSTWENNAQ DINAMIˆESKAQ PEREMENNAQ, OT KOTOROJ ZAWISIT R, PO“TO-

MU POLOVENIE OSI WRA]ENIJ NE MOVET ZAWISETX OT DRUGIH DINAMIˆESKIH PEREMENNYH. (w
PROTIWNOM SLUˆAE W FORME WSE SLAGAEMYE WIDA dα ∧ dI MOVNO BYLO BY SKOMPENSIROWATX

PEREOPREDELENIEM REPERA: DLQ L@BOGO I (|I | ≤ S) MOVNO NAJTI TAKU@ OSX �r, ˆTO Sr = I .)
s POMO]X@ TRËH WRA]ENIJ REPER MOVNO PRIWESTI IZ PROIZWOLXNOGO POLOVENIQ W NE-

DINAMIˆESKOE. pO“TOMU KANONIˆESKIMI PEREMENNYMI DLQ WOLˆKA QWLQ@TSQ UGLY —JLERA I
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PROEKCII MOMENTA NA TEKU]IE OSI: ωS = dα∧dSz+dβ∧dSy′+dγ∧dSz′′ . nAOBOROT, SLAGAEMOE

WIDA dα ∧ dSi MOVNO WTQNUTX W ωS , PEREOPREDELQQ REPER WRA]ENIEM WOKRUG �ei NA UGOL α.
dLQ ROTATORA dα ∧ dS + d�e ∧ d(�S × �e) = d�n ∧ d(�S × �n), �n = R(�S, α)�e.

sOGLASNO RAZD.1, TAKOJ ZAKON PREOBRAZOWANIQ ωS OZNAˆAET, ˆTO �S QWLQETSQ GENERATOROM

WRA]ENIJ W MEHANIKE WOLˆKA (Si WRA]AET �ek I �S OTNOSITELXNO WNE[NIH OSEJ I SOHRANQ-

ET Si, Si WRA]AET �ek OTNOSITELXNO OSI �ei I SOHRANQET �S), A TAKVE W L@BOJ MEHANIKE S

SIMPLEKTIˆESKOJ FORMOJ ωS + ∆ω, GDE ∆ω SOHRANQETSQ PRI WRA]ENIQH NA DINAMIˆESKIJ

UGOL.
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