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pREDLOVEN NOWYJ METOD NEPERTURBATIWNOGO WYˆISLENIQ FUNKCIJ gRINA KWANTOWOJ ME-
HANIKI I KWANTOWOJ TEORII POLQ. mETOD OSNOWAN NA APPROKSIMACII URAWNENIQ –WINGERA

DLQ PROIZWODQ]EGO FUNKCIONALA TOˆNO RE[AEMYM URAWNENIEM W FUNKCIONALXNYH PROIZ-
WODNYH. dLQ MODELI SKALQRNOGO POLQ S SAMODEJSTWIEM φ4d RE[ENY URAWNENIQ GLAWNOGO PRI-

BLIVENIQ I PERWOGO [AGA. dLQ d = 1 (ANGARMONIˆESKIJ OSCILLQTOR) WYˆISLENA “NERGIQ

OSNOWNOGO SOSTOQNIQ. dLQ TEORII POLQ (d = 2, 3) WYPOLNENA PROGRAMMA PERENORMIROWOK.

pRI d = 4 PERENORMIROWKA KONSTANTY SWQZI PRIWODIT K TRIWIALIZACII TEORII.

Abstract

Rochev V.E. A Non-PerturbativeMethod of Calculation of Green Functions: IHEP Preprint 96–34. –

Protvino, 1996. – p. 10, refs.: 4.

A new method for non-perturbative calculation of Green functions in quantum mechanics
and quantum field theory is proposed. The method is based on an approximation of Schwinger

equation for the generating functional by exactly soluble equation in functional derivatives.
Equations of the leading approximation and the first step are solved for the φ4d-model. At d = 1

(anharmonic oscillator) the ground state energy is calculated. The renormalization program is
performed for the field theory at d = 2, 3. At d = 4 the renormalization of coupling constant

involves a trivialization of the theory.
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pOSTROENIE NEPERTURBATIWNYH PRIBLIVENNYH RE[ENIJ W TEˆENIE MNOGIH LET

OSTAETSQ AKTUALXNOJ PROBLEMOJ KWANTOWOJ TEORII POLQ.
w NASTOQ]EJ RABOTE PREDLAGAETSQ METOD POSTROENIQ TAKOGO RODA PRIBLIVENIJ,

W OSNOWE KOTOROGO LEVIT IDEQ OB APPROKSIMACII URAWNENIQ –WINGERA DLQ PROIZ-
WODQ]EGO FUNKCIONALA NEKOTORYM BOLEE PROSTYM URAWNENIEM W FUNKCIONALXNYH

PROIZWODNYH, DOPUSKA@]IM TOˆNOE RE[ENIE. —TO RE[ENIE QWLQETSQ OSNOWOJ DLQ LI-
NEJNOJ ITERACIONNOJ SHEMY, KAVDYJ [AG KOTOROJ SWODITSQ K RE[ENI@ ZAMKNUTOJ

SISTEMY LINEJNYH INTEGRALXNYH URAWNENIJ. pREDLOVENNYM METODOM ISSLEDOWANY

GLAWNOE PRIBLIVENIE I PERWYJ [AG (WKL@ˆA@]IJ DWUHˆASTIˆNU@ AMPLITUDU) DLQ

MODELI SKALQRNOGO POLQ S SAMODEJSTWIEM φ4d, GDE d — RAZMERNOSTX PROSTRANSTWA.
pRI d = 1 “TA MODELX SOOTWETSTWUET KWANTOWOMEHANIˆESKOMU ANGARMONIˆESKOMU

OSCILLQTORU, DLQ KOTOROGO POLUˆENA FORMULA “NERGII OSNOWNOGO SOSTOQNIQ. dLQ

d = 2, 3 (SWERHPERENORMIRUEMAQ TEORIQ POLQ) WYPOLNENA PERENORMIROWKA GLAWNOGO

PRIBLIVENIQ I PERWOGO [AGA. dLQ d = 4 (PERENORMIRUEMAQ TEORIQ) WYPOLNENIE

PROGRAMMY PERENORMIROWOK PRIWODIT K NEFIZIˆESKIM OSOBENNOSTQM AMPLITUDY,
ˆTO QWLQETSQ OTRAVENIEM IZWESTNOJ PROBLEMY TRIWIALXNOSTI φ44–TEORII W NEPER-
TURBATIWNOJ OBLASTI.

rASSMOTRIM TEORI@ SKALQRNOGO POLQ φ(x) W EWKLIDOWOM PROSTRANSTWE (x ∈ Ed)
S DEJSTWIEM

S(φ) =
∫
dx{1

2
(∂µφ)2 +

m2

2
φ2 + λφ4}. (1)

pROIZWODQ]IJ FUNKCIONAL FUNKCIJ gRINA MOVET BYTX ZAPISAN W WIDE FUNKCIO-
NALXNOGO INTEGRALA

G(η) = N−1
∫
Dφ exp{−S + φηφ}, (2)

GDE

φηφ ≡
∫
dxdyφ(x)η(xy)φ(y), (3)

A η(xy) — BILOKALXNYJ ISTOˆNIK.
iSPOLXZOWANIE BILOKALXNOGO ISTOˆNIKA W PREDLAGAEMOM WARIANTE APPROKSIMA-

CIONNOJ SHEMY QWLQETSQ SU]ESTWENNYM MOMENTOM, W SWQZI S ˆEM MY BUDEM RASSMA-
TRIWATX TOLXKO TEORI@ BEZ SPONTANNOGO NARU[ENIQ SIMMETRII S m2 > 0. kRATKOE
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OBSUVDENIE TEORII S PROSTYM ISTOˆNIKOM I SO SPONTANNYM NARU[ENIEM SIMMETRII

SODERVITSQ W KONCE.
pRI d ≥ 2 W DEJSTWIE DOLVNY BYTX WKL@ˆENY SOOTWETSTWU@]IE KONTRˆLENY,

USTRANQ@]IE ULXTRAFIOLETOWYE RASHODIMOSTI. kONSTANTA N OPREDELQETSQ USLOWI-
EM NORMIROWKI PROIZWODQ]EGO FUNKCIONALA G(0) = 1.

uRAWNENIE –WINGERA DLQ PROIZWODQ]EGO FUNKCIONALA G(η) IMEET WID

4λ
δ2G

δη(yx)δη(xx)
+ (m2 − ∂ 2)

δG

δη(yx)
− 2η(x1)

δG

δη(y1)
− δ(x− y)G = 0. (4)

zDESX I WS@DU W DALXNEJ[EM ARABSKOJ CIFROJ OBOZNAˆAETSQ NEMAQ PEREMENNAQ

INTEGRIROWANIQ.
iDEQ PREDLAGAEMOJ ITERACIONNOJ SHEMY SOSTOIT W TOM, ˆTOBY W KAˆESTWE GLAW-

NOGO PRIBLIVENIQ RASSMATRIWATX “URAWNENIE S POSTOQNNYMI KO“FFICIENTAMI”, T.E.
URAWNENIE (4), W KOTOROM OPU]EN PREDPOSLEDNIJ ˆLEN, SODERVA]IJ W QWNOM WIDE

ISTOˆNIK

4λ
δ2G0

δη(yx)δη(xx)
+ (m2 − ∂ 2)

δG0

δη(yx)
− δ(x− y)G0 = 0. (5)

pOSKOLXKU FUNKCII gRINA ESTX PROIZWODNYE G(η) W NULE, TO NAM DOSTATOˆNO ZNATX

POWEDENIE G WBLIZI η = 0, I TAKOE PRIBLIVENIE PREDSTAWLQETSQ WPOLNE OPRAWDAN-
NYM.

oPU]ENNYJ ˆLEN S ISTOˆNIKOM BUDET RASSMATRIWATXSQ KAK WOZMU]ENIE, T.E.
ITERACIONNAQ PROCEDURA DLQ PROIZWODQ]EGO FUNKCIONALA

G = G0 + G1 + · · ·+ Gn + · · · (6)

SOSTOIT W POSLEDOWATELXNOM RE[ENII URAWNENIJ

4λ
δ2Gn

δη(yx)δη(xx)
+ (m2 − ∂ 2)

δGn
δη(yx)

− δ(x− y)Gn = 2η(x1)
δGn−1
δη(y1)

. (7)

rE[ENIE URAWNENIQ GLAWNOGO PRIBLIVENIQ (5) ESTX FUNKCIONAL

G0 = exp{η(12)	0 (21)}, (8)

GDE 	0 — RE[ENIE URAWNENIQ

4λ	0 (0)	0 (xy) + (m2 − ∂ 2)	0 (xy) = δ(x− y). (9)

pRI d ≥ 2 WYRAVENIE 	0(0) DOLVNO PONIMATXSQ KAK NEKOTORAQ REGULQRIZACIQ.
uRAWNENIE (9) IMEET WID URAWNENIQ SAMOSOGLASOWANIQ, NO OTLIˆAETSQ OT NEGO

KO“FFICIENTOM PRI λ — W URAWNENII SAMOSOGLASOWANIQ ON W TRI RAZA BOLX[E.
w “TOM SMYSLE ONO BOLEE SOOTWETSTWUET URAWNENI@ DLQ PROPAGATORA W GLAWNOM

PRIBLIVENII 1/N -RAZLOVENIQ, HOTQ I “TO SOOTWETSTWIE ˆISTO WNE[NEE, POSKOLXKU

PRINCIP POSTROENIQ APPROKSIMACIONNOJ SHEMY SOWSEM INOJ.
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rE[ENIE URAWNENIQ (9) ESTX SWOBODNYJ PROPAGATOR

	0 =
1

µ2 − ∂2
(10)

c PERENORMIROWANNOJ MASSOJ µ2 = m2 + 4λ	0 (0). wELIˆINA 	0(0) OPREDELQETSQ IZ

USLOWIQ SAMOSOGLASOWANIQ. pROPAGATOR ESTX PERWAQ PROIZWODNAQ G(η) PO ISTOˆNIKU

η : 	 = δG
δη
|η=0 I, KAK LEGKO WIDETX, W GLAWNOM PRIBLIVENII “TO PROSTO 	0.

oBRA]AET NA SEBQ WNIMANIE TOT FAKT, ˆTO WSE WYS[IE FUNKCII gRINA GLAWNO-
GO PRIBLIVENIQ, NAˆINAQ S ˆETYREHTOˆEˆNOJ FUNKCII G4 = δ2G

δη2
|η=0 NE OBLADA@T

PRAWILXNOJ SWQZNOJ STRUKTUROJ I, SOOTWETSTWENNO, POLNOJ BOZE-SIMMETRIEJ. pRA-
WILXNAQ SWQZNAQ STRUKTURA I DRUGIE SWOJSTWA, SWQZANNYE S BOZE-SIMMETRIEJ (TAKIE,
KAK KROSSING-SIMMETRIQ), POSLEDOWATELXNO WOSSTANAWLIWA@TSQ NA SLEDU@]IH [AGAH

ITERACIONNOJ SHEMY. (w “TOM LEGKO UBEDITXSQ, ANALIZIRUQ, NAPRIMER, URAWNENIQ

ITERACIONNOJ SHEMY PRI λ → 0, KOGDA ONI ZNAˆITELXNO UPRO]A@TSQ.) —TA OSO-
BENNOSTX ITERACIONNOJ SHEMY SWQZANA S ISPOLXZOWANIEM BILOKALXNOGO ISTOˆNIKA I

NE QWLQETSQ ˆEM-TO NEOBYˆNYM: KAK IZWESTNO, POHOVEE QWLENIE PROISHODIT I PRI

POSTROENII 1/N -RAZLOVENIQ W FORMALIZME BILOKALXNOGO ISTOˆNIKA.
uRAWNENIE PERWOGO [AGA DLQ PROIZWODQ]EGO FUNKCIONALA G1 IMEET WID

4λ
δ2G1

δη(yx)δη(xx)
+ (m2 − ∂ 2)

δG1

δη(yx)
− δ(x− y)G1 = 2η(x1)	0 (1y)G0. (11)

rE[ENIE URAWNENIQ (11) BUDEM ISKATX W WIDE G1 = P1(η)G0, GDE

P1 = 1
2
Fη2 +	1η. uRAWNENIE (11) S UˆETOM URAWNENIJ GLAWNOGO PRIBLIVENIQ DAST

NAM SISTEMU URAWNENIJ DLQ F I 	1:

(µ2 − ∂ 2x)F

(
x y
x′ y′

)
+ 4λF

(
xx
x′ y′

)
	0 (xy) =

= δ(x− y′)	0 (x′y) + δ(x− x′)	0 (yy′), (12)

(µ2 − ∂ 2)	1 (xy) + 4λ	1 (0)	0 (xy) + 4λF

(
xx
x y

)
= 0. (13)

uRAWNENIE (12) — LINEJNOE INTEGRALXNOE URAWNENIE DLQ FUNKCII F . rE[ENIE “TOGO

URAWNENIQ ESTX

F

(
x y
x′ y′

)
=	0(xy′)	0 (x′y) +	0(xx′)	0 (yy′)−

−4λ	0 (x1)	0 (y1)K(12)	0 (2x′)	0 (2y′), (14)

GDE QDRO K QWLQETSQ RE[ENIEM URAWNENIQ

K(xy) = 2δ(x− y)− 4λL(x1)K(1y), (15)

A L(xy) ≡ 	20(xy) — PROSTAQ PETLQ. uRAWNENIE (15) LEGKO RE[AETSQ W IMPULXSNOM

PROSTRANSTWE. iZ TRANSLQCIONNOJ INWARIANTNOSTI SLEDUET, ˆTO K — FUNKCIQ ODNOJ
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PEREMENNOJ x − y, I URAWNENIE (15) — URAWNENIE W SWERTKAH, RE[ENIE KOTOROGO W

IMPULXSNOM PROSTRANSTWE

K̃(p) =
2

1 + 4λL̃(p)
. (16)

oBRATIM WNIMANIE, ˆTO PERWYE DWA ˆLENA W FORMULE (14) DLQ F — “TO NEDOSTA-
@]AQ SWQZNAQ STRUKTURA ˆETYREHTOˆEˆNOJ FUNKCII GLAWNOGO PRIBLIVENIQ. tAKIM

OBRAZOM, SWQZNAQ STRUKTURA ˆETYREHTOˆEˆNOJ FUNKCII WOSSTANAWLIWAETSQ UVE NA

PERWOM [AGE ITERACIJ.
tAK VE PROSTO RE[AETSQ I URAWNENIE (13) DLQ 	1. s UˆETOM WY[EPRIWEDENNYH

FORMUL “TO RE[ENIE MOVET BYTX ZAPISANO W WIDE

	1 (xy) = −	0 (x1)Σr(12)	0 (2y), (17)

GDE

Σr(xy) = [4λ	1 (0) + 8λ	0 (0)]δ(x− y) + Σ(xy), (18)

Σ(xy) = −(4λ)2 	0 (xy)L(x1)K(1y). (19)

wELIˆINA 	1(0) OPREDELQETSQ IZ USLOWIQ SAMOSOGLASOWANIQ.
pRI λ→ 0, KAK LEGKO WIDETX, 	 = 	0+	1 = 	pert +O(λ2), GDE 	pert — PROPA-

GATOR TEORII WOZMU]ENIJ, T.E. PRI MALYH λ PROPAGATOR PERWOGO [AGA PRAWILXNO

WOSPROIZWODIT PERWYJ ˆLEN OBYˆNOJ TEORII WOZMU]ENIJ PO KONSTANTE SWQZI.
w OB]EM SLUˆAE, NA n-OM [AGE ITERACIONNOJ SHEMY RE[ENIE URAWNENIQ (7) ESTX

Gn = Pn(η)G0, (20)

GDE Pn — POLINOM PO η STEPENI 2n, T.E. NA n-OM [AGE WYˆISLENIE FUNKCIJ gRINA

SWODITSQ K RE[ENI@ SISTEMY 2n LINEJNYH INTEGRALXNYH URAWNENIJ, OPREDELQ@]IH

SOOTWETSTWU@]U@ APPROKSIMACI@.
pRI d = 1 MODELX S DEJSTWIEM (1) OPISYWAET KWANTOWOMEHANIˆESKIJ ANGARMONI-

ˆESKIJ OSCILLQTOR. pARAMETR m2 SOOTWETSTWUET W DANNOM SLUˆAE ˆASTOTE GARMONI-
ˆESKOGO OSCILLQTORA, OPISYWAEMOGO KWADRATIˆNYM ˆLENOM POTENCIALA. pRI d = 1
NET NIKAKIH ULXTRAFIOLETOWYH RASHODIMOSTEJ, WELIˆINY 	0(0) I 	1(0) OKAZYWA-
@TSQ KONEˆNYMI, I FORMULY (8)–(19) NEPOSREDSTWENNO PRIMENIMY DLQ WYˆISLENIQ

FUNKCIJ gRINA.
pOSKOLXKU PRI d = 1 	0 (0) = 1

2µ
, TO USLOWIE SAMOSOGLASOWANIQ PRINIMAET WID

URAWNENIQ NA PERENORMIROWANNU@ MASSU (TOˆNEE, W DANNOM SLUˆAE “PERENORMIRO-
WANNU@ ˆASTOTU”) µ2:

µ2 = m2 +
2λ

µ
. (21)

zDESX µ =
√
µ2. —TO URAWNENIE IMEET EDINSTWENNOE POLOVITELXNOE RE[ENIE PRI

WSEH POLOVITELXNYH m2 I λ.
dLQ WYˆISLENIQ “NERGII OSNOWNOGO SOSTOQNIQ E MY WOSPOLXZUEMSQ IZWESTNOJ

FORMULOJ (SM., NAPRIMER, OBZOR [1])

dE

dλ
= G4(0, 0, 0, 0). (22)
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w “TOJ FORMULE G4 — ˆETYREHTOˆEˆNAQ (DWUHˆASTIˆNAQ) FUNKCIQ G4 = 1
G
δ2G
δη2
|η=0.

s POMO]X@ POLUˆENNYH WY[E REZULXTATOW DLQ FUNKCIJ gRINA GLAWNOGO PRIBLI-
VENIQ I PERWOGO [AGA, POLUˆAEM SLEDU@]U@ FORMULU DLQ “NERGII OSNOWNOGO SO-
STOQNIQ ANGARMONIˆESKOGO OSCILLQTORA:

dE

dλ
=

1

4µ2
+

1

µM
(1− 2λ

λ + µ3
(1− 2λ

µ(M + 2µ)2
)). (23)

zDESX M =
√

4µ2 + 4λ
µ

. iNTEGRIRUQ “TU FORMULU S UˆETOM GRANIˆNOGO USLOWIQ

E(λ = 0) = m/2, MOVNO WYˆISLQTX “NERGI@ OSNOWNOGO SOSTOQNIQ DLQ WSEH ZNA-
ˆENIJ KONSTANTY SWQZI: 0 ≤ λ < ∞. pRI λ → 0 E = m(1

2
+ 3
4
λ
m3

+ O(λ2)),
T.E. WOSPROIZWODITSQ TEORIQ WOZMU]ENIJ S TOˆNOSTX@ DO WTOROGO PORQDKA. pRI

λ→∞ E = ε0λ
1/3 + O(λ−1/3), PRIˆEM ε0 = 0.756. —TOT KO“FFICIENT OTLIˆAETSQ OT

REZULXTATA ˆISLENNYH WYˆISLENIJ εexact0 = 0.668 (SM., NAPRIMER, RABOTY [1,2]) NA

13%. pRI λ/m3 = 0.1 REZULXTAT WYˆISLENIJ PO FORMULE (23) OTLIˆAETSQ OT TOˆ-
NOGO ˆISLENNOGO ZNAˆENIQ [2] NA 0.8%, A PRI λ/m3 = 1 — NA 6.3%. tAKIM OBRAZOM,
FORMULA PERWOGO [AGA (23) APPROKSIMIRUET “NERGI@ OSNOWNOGO SOSTOQNIQ WO WSEM

INTERWALE ZNAˆENIJ λ S TOˆNOSTX@, KOTORAQ PLAWNO IZMENQETSQ OT 0 (PRI λ → 0)
DO 13% (PRI λ→ ∞). sU]ESTWENNOE ULUˆ[ENIE TOˆNOSTI MOVET DATX PRIMENENIE

METODOW WARIACIONNOJ TEORII WOZMU]ENIJ (SM., NAPRIMER, [1]).
pRI d ≥ 2 DLQ USTRANENIQ ULXTRAFIOLETOWYH RASHODIMOSTEJ TEORII POLQ DEJ-

STWIE (1) DOLVNO BYTX DOPOLNENO SOOTWETSTWU@]IMI KONTRˆLENAMI. rASSMOTRIM

SNAˆALA SWERHPERENORMIRUEMU@ TEORI@ (d = 2 I d = 3). w “TOM SLUˆAE DOSTATOˆNO

WWESTI KONTRˆLENY PERENORMIROWKI MASSY δm2

2
φ2 I PERENORMIROWKI WOLNOWOJ FUNK-

CII δz
2

(∂µφ)2. pRI “TOM URAWNENIE –WINGERA S KONTRˆLENAMI BUDET IMETX TOT VE

WID (4) S ZAMENOJ

m2 → m2 + δm2, ∂2 → (1 + δz).∂2 (24)

w GLAWNOM PRIBLIVENII KONTRˆLEN PERENORMIROWKI WOLNOWOJ FUNKCII WWODITX NE

NADO, I URAWNENIE GLAWNOGO PRIBLIVENIQ BUDET IMETX WID

4λ
δ2G0

δη(yx)δη(xx)
+ (δm20 + m2 − ∂ 2)

δG0

δη(yx)
− δ(x− y)G0 = 0. (25)

tAKOJ VE WID BUDET IMETX I LEWAQ ˆASTX URAWNENIQ ITERACIONNOJ SHEMY (7).
pOSKOLXKU PRI n ≥ 1 KONTRˆLENY δm2n I δzn SLEDUET RASSMATRIWATX KAK WOZMU]ENIE,
TO SOOTWETSTWU@]IE ˆLENY DOLVNY DOPOLNITX PRAWU@ ˆASTX URAWNENIQ (7). tAK,
URAWNENIE PERWOGO [AGA BUDET IMETX WID
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4λ
δ2G1

δη(yx)δη(xx)
+ (δm20 + m2 − ∂ 2)

δG1

δη(yx)
− δ(x− y)G1 =

= 2η(x1)
δG0

δη(y1)
− δm21

δG0

δη(yx)
+ δz1∂

2 δG0

δη(yx)
. (26)

uSLOWIE NORMIROWKI NA FIZIˆESKU@ PERENORMIROWANNU@ MASSU µ2 DAET NAM

KONTRˆLEN PERENORMIROWKI MASSY W GLAWNOM PRIBLIVENII

δm20 = µ2 −m2 − 4λ	0 (0). (27)

—TOT KONTRˆLEN RASHODITSQ LOGARIFMIˆESKI PRI d = 2 I LINEJNO PRI d = 3.
pRI PERWOM [AGE ITERACIJ URAWNENIE (12) DLQ F OSTAETSQ NEIZMENNYM, I RE[E-

NIE EGO DAETSQ TEMI VE FORMULAMI (14)–(16). uRAWNENIE DLQ 	1 WIDOIZMENQETSQ W

SOOTWETSTWII S URAWNENIEM (26). rE[ENIE EGO MOVET BYTX ZAPISANO W TOM VE WIDE

(17), NO TEPERX DLQ Σr POLUˆAEM

Σr = 4λ	1 (0) + δm21 − 2δm20 − δz1∂
2 + Σ, (28)

GDE Σ PO-PREVNEMU DAETSQ FORMULOJ (19). uSLOWIQ NORMIROWKI

Σ̃r(−µ2) = 0, Σ̃′r(−µ2) = 0 (29)

DA@T NAM KONTRˆLENY PERWOGO [AGA

δz1 = −Σ̃′(−µ2),
δm21 = 2δm20 − 4λ	1 (0)− Σ̃(−µ2)− µ2Σ̃′(−µ2). (30)

pERENORMIROWANNYJ MASSOWYJ OPERATOR ESTX

Σ̃r(p
2) = Σ̃(p2) − Σ̃(−µ2)− (p2 + µ2)Σ̃′(−µ2), (31)

GDE W SOOTWETSTWII S (19)

Σ̃(p2) = −(4λ)2
∫

dq

(2π)d
1

µ2 + (p− q)2
2L̃(q2)

1 + 4λL̃(q2)
. (32)

kONTRˆLEN δz1 KONEˆEN PRI d = 2, 3, A KONTRˆLEN δm21, KAK I KONTRˆLEN GLAWNOGO

PRIBLIVENIQ δm20, RASHODITSQ LOGARIFMIˆESKI PRI d = 2 I LINEJNO PRI d = 3.

pROSTAQ PETLQ L̃(p2) WEDET SEBQ PRI p2 →∞ KAK 1
p2

log p
2

µ2
PRI d = 2 I KAK 1√

p2
PRI

d = 3. sOOTWETSTWENNO INTEGRAL (32) DLQ Σ̃(p2) SHODITSQ PRI d = 2 I RASHODITSQ

LOGARIFMIˆESKI PRI d = 3. kONEˆNO, PERENORMIROWANNYJ MASSOWYJ OPERATOR (31)
WSEGDA KONEˆEN. rOLX “LI[NIH” WYˆITANIJ W FORMULE (31) PRI d = 2, 3, SOWER[ENNO
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NEQSNAQ S TOˆKI ZRENIQ ULXTRAFIOLETOWYH RASHODIMOSTEJ OBYˆNOJ TEORII WOZMU-
]ENIJ, PROQSNQETSQ, ESLI MY PEREJDEM W FORMULAH (31)–(32) K PREDELU SILXNOJ

SWQZI λ→∞. tOGDA

Σ̃(p2) = const +
∫

dq

(2π)d
1

µ2 + (p− q)2
2

L̃(q2)
+ O(

1

λ
). (33)

iNTEGRAL W FORMULE (33) RASHODITSQ KWADRATIˆNO PRI d = 2, 3, PO“TOMU STANOWIT-
SQ QSNO, ˆTO “TI “LI[NIE” WYˆITANIQ SOHRANQ@T KONEˆNOSTX PERENORMIROWANNOJ

TEORII W PREDELE SILXNOJ SWQZI.
pRI d = 4 POMIMO PERENORMIROWKI MASSY I WOLNOWOJ FUNKCII NEOBHODIMA

TAKVE PERENORMIROWKA KONSTANTY SWQZI, PO“TOMU WMESTE S ZAMENOJ (24) W URAWNENII

–WINGERA (4) NUVNO PROIZWESTI TAKVE ZAMENU λ → λ + δλ. uRAWNENIE GLAWNOGO

PRIBLIVENIQ BUDET IMETX WID

4(λ + δλ0)
δ2G0

δη(yx)δη(xx)
+ (δm20 + m2 − ∂ 2)

δG0

δη(yx)
− δ(x− y)G0 = 0. (34)

wWEDENIE KONTRˆLENA δλ PRIWODIT K TOMU, ˆTO USLOWIE NORMIROWKI NA PERENOR-
MIROWANNU@ MASSU µ2 W GLAWNOM PRIBLIVENII STANOWITSQ SOOTNO[ENIEM MEVDU

KONTRˆLENAMI δm20 I δλ0:

δm20 + 4(λ + δλ0)	0 (0) = µ2 −m2. (35)

kAK MY UWIDIM, KONTRˆLEN δλ0 (A, SLEDOWATELXNO, I δm20) FIKSIRUETSQ NA SLEDU@]EM

[AGE ITERACIONNOJ SHEMY.
uRAWNENIE PERWOGO [AGA BUDET IMETX WID URAWNENIQ (26) S ZAMENOJ λ→ λ+ δλ0

W LEWOJ ˆASTI I S DOBAWOˆNYM ˆLENOM −4δλ1 · δ2G0/δη(yx)δη(xx) W PRAWOJ ˆASTI

URAWNENIQ. uRAWNENIE DLQ F BUDET OTLIˆATXSQ OT URAWNENIQ (12) LI[X ZAMENOJ

λ→ λ+ δλ0, PO“TOMU TO VE SAMOE OTNOSITSQ I K FORMULAM (14)-(16), OPISYWA@]IM

EGO RE[ENIE. pRI d = 4 ODNOPETLEWOJ INTEGRAL L̃(p2) LOGARIFMIˆESKI RASHODIT-
SQ, PO“TOMU NEOBHODIMA PERENORMIROWKA KONSTANTY SWQZI. wWEDEM DWUHˆASTIˆNU@

AMPLITUDU — AMPUTIROWANNU@ SWQZNU@ ˆASTX ˆETYREHHWOSTKI:

A = 	−10 	−10 F con	−10 	−10 . (36)

zDESX UMNOVENIE NA 	−10 PONIMAETSQ W OPERATORNOM SMYSLE, A F con — SWQZNAQ

ˆASTX F . lEGKO WIDETX, ˆTO AMPLITUDA W IMPULXSNOM PROSTRANSTWE ZAWISIT LI[X

OT ODNOJ PEREMENNOJ p = px + py I IMEET WID

Ã(p2) = − 8(λ + δλ0)

1 + 4(λ + δλ0)L̃(p2)
. (37)

oPREDELIM PERENORMIROWANNU@ KONSTANTU SWQZI λr KAK ZNAˆENIE AMPLITUDY W

TOˆKE NORMIROWKI M2:

Ã(M2) = −8λr = − 8(λ + δλ0)

1 + 4(λ + δλ0)L̃(M2)
. (38)
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iZ SOOTNO[ENIQ (38) MY POLUˆAEM KONTRˆLEN PERENORMIROWKI KONSTANTY SWQZI

δλ0 = −λ +
λr

1− 4λrL̃(M2)
(39)

I PERENORMIROWANNU@ AMPLITUDU

Ã(p2) = − 8λr

1 + 4λrL̃r(p2;M2)
, (40)

GDE L̃r(p
2;M2) = L̃(p2) − L̃(M2) — PERENORMIROWANNAQ PETLQ, IME@]AQ KONEˆNYJ

PREDEL PRI SNQTII REGULQRIZACII.
oSU]ESTWIW TAKIM OBRAZOM PERENORMIROWKU DWUHˆASTIˆNOJ AMPLITUDY, MY MO-

VEM, RE[IW URAWNENIE DLQ 	1, PROWESTI PERENORMIROWKU MASSOWOGO OPERATORA W

SOOTWETSTWII S OB]IM PRINCIPOM NORMIROWKI NA FIZIˆESKU@ MASSU (29), KAK “TO

BYLO PRODELANO DLQ d = 2 I d = 3. nO W ˆETYREHMERNOM SLUˆAE MY NATALKIWAEMSQ

NA SU]ESTWENNOE PREPQTSTWIE. iZ FORMULY (39) WIDNO, ˆTO PRI SNQTII REGULQRI-
ZACII δλ0 → −λ, T.E. KO“FFICIENT λ+ δλ0 W URAWNENII GLAWNOGO PRIBLIVENIQ (34)
(A, SLEDOWATELXNO, I W URAWNENIQH WSEH POSLEDU@]IH ITERACIJ) OBRA]AETSQ W NULX,
I TEORIQ TRIWIALIZUETSQ. mOVNO WOZRAZITX, ˆTO NA SAMOM DELE WYRAVENIE

(λ + δλ0) ·
δ2G

δη(yx)δη(xx)
(41)

ESTX NEOPREDELENNOSTX TIPA 0 · ∞, I PERENORMIROWKA ESTX, PO SUTI, “RASKRYTIE”
“TOJ NEOPREDELENNOSTI. oDNAKO “TO NE SPASAET SITUACI@, POSKOLXKU PERENORMI-
ROWANNAQ AMPLITUDA (40) IMEET NEFIZIˆESKU@ OSOBENNOSTX W GLUBOKOEWKLIDOWOJ

OBLASTI (“TO NE ˆTO INOE, KAK IZWESTNYJ POL@S lANDAU), I EDINSTWENNOJ NEPROTI-
WOREˆIWOJ WOZMOVNOSTX@ QWLQETSQ WYBOR λr → 0 PRI SNQTII REGULQRIZACII, T.E.
OPQTX VE TRIWIALIZACIQ TEORII. tAKAQ TRIWIALIZACIQ PRAKTIˆESKI S NEIZBEV-
NOSTX@ WOZNIKAET PRI ISSLEDOWANII TEORII φ44 W NEPERTURBATIWNOJ OBLASTI (SM.,
NAPRIMER, OBZOR [3]) I QWLQETSQ, PO SU]ESTWU, STROGO DOKAZANNYM REZULXTATOM.
oTMETIM, ˆTO W OTLIˆIE OT TEORII WOZMU]ENIJ PO KONSTANTE SWQZI, KOTORAQ SO-
WER[ENNO “NE ˆUWSTWUET” TRIWIALXNOSTI TEORII, PREDLAGAEMYJ METOD PRIWODIT K

TRIWIALIZACII UVE NA PERWOM [AGE, PODOBNO METODU 1/N -RAZLOVENIQ.
rASSMOTRENNYJ WY[E METOD WYˆISLENIQ FUNKCIJ gRINA, KOTORYJ MOVNO NA-

ZWATX TEORIEJ WOZMU]ENIJ PO ISTOˆNIKU, SU]ESTWENNO OPIRAETSQ NA BILOKALXNOSTX

ISTOˆNIKA. pOSKOLXKU BILOKALXNYJ ISTOˆNIK (3) SWQZAN TOLXKO S 2n-TOˆEˆNYMI

FUNKCIQMI, TO “TOT METOD W DANNOM WIDE NEPRIGODEN DLQ OPISANIQ TEORII SO

SPONTANNYM NARU[ENIEM SIMMETRII, KOGDA < 0 | φ | 0 > �= 0. dLQ OPISANIQ SPON-
TANNOGO NARU[ENIQ SIMMETRII NEOBHODIMO PODKL@ˆITX PROSTOJ ISTOˆNIK j(x), T.E.
DOBAWITX W POKAZATELX “KSPONENTY W FORMULE (2) ˆLEN WIDA

jφ ≡
∫
dxj(x)φ(x). (42)
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rASSMOTRIM TEORI@ S PROSTYM ISTOˆNIKOM (42) PRI η = 0. uRAWNENIE –WINGERA

DLQ PROIZWODQ]EGO FUNKCIONALA G(j) IMEET WID

4λ
δ3G

δj3(x)
+ (m2 − ∂ 2)

δG

δj(x)
= j(x)G. (43)

pRIMENIM K URAWNENI@ (43) TU VE IDE@ OB APPROKSIMACII URAWNENIEM S “PO-
STOQNNYMI” KO“FFICIENTAMI, T.E. RASSMOTRIM W KAˆESTWE GLAWNOGO PRIBLIVENIQ

URAWNENIE

4λ
δ3G0

δj3(x)
+ (m2 − ∂ 2)

δG0

δj(x)
= 0. (44)

tOGDA ITERACIONNAQ SHEMA BUDET OPISYWATXSQ URAWNENIQMI

4λ
δ3Gn
δj3(x)

+ (m2 − ∂ 2)
δGn
δj(x)

= j(x)Gn−1. (45)

uRAWNENIE GLAWNOGO PRIBLIVENIQ (44) IMEET RE[ENIE

G0 = exp{
∫
dxv(x)j(x)}. (46)

oˆEWIDNO, ˆTO W TRANSLQCIONNO-INWARIANTNOJ TEORII v NE ZAWISIT OT x, PO“TOMU

URAWNENIE DLQ v BUDET IMETX WID

4λv3 + m2v = 0. (47)

pRI m2 ≥ 0, λ > 0 URAWNENIE IMEET EDINSTWENNOE WE]ESTWENNOE RE[ENIE v = 0,
SOOTWETSTWU@]EE GLAWNOMU PRIBLIVENI@ G0 = 1. iTERACIONNAQ SHEMA (45), OSNO-
WANNAQ NA TAKOM GLAWNOM PRIBLIVENII, SOWPADAET S TEORIEJ WOZMU]ENIJ PO KON-
STANTE SWQZI — GLAWNOE PRIBLIVENIE SLI[KOM PROSTENXKOE I NE UHWATYWAET NE-
PERTURBATIWNYH “FFEKTOW.

pRI m2 < 0, KROME “TOGO RE[ENIQ, SU]ESTWU@T TAKVE WE]ESTWENNYE RE[ENIQ

v = ±
√
−m

2

4λ
, (48)

SOOTWETSTWU@]IE SPONTANNOMU NARU[ENI@ DISKRETNOJ SIMMETRII (P -ˆETNOSTI) TE-
ORII φ4. wYˆISLENIE “NERGII OSNOWNOGO SOSTOQNIQ PO FORMULAM TIPA (22) POKAZY-
WAET, ˆTO SOSTOQNIE SO SPONTANNYM NARU[ENIEM SIMMETRII QWLQETSQ BOLEE WYGOD-
NYM “NERGETIˆESKI, T.E. SOOTWETSTWUET FIZIˆESKOMU WAKUUMU TEORII PRI m2 < 0.
tAKIM OBRAZOM GLAWNYJ NEPERTURBATIWNYJ “FFEKT — SPONTANNOE NARU[ENIE SIM-
METRII — OPISYWAETSQ “TIM METODOM.

uRAWNENIE PERWOGO [AGA S KONTRˆLENAMI BUDET IMETX WID

4λ
δ3G1
δj3(x)

+ (m2 − ∂ 2)
δG1
δj(x)

=

= j(x)G0 − 4δλ1
δ3G0

δj3(x)
− δm21

δG0

δj(x)
+ δz1∂

2 δG0

δj(x)
=

= (j(x)− 4δλ1v
3 − vδm21)G0. (49)

9



oTMETIM, ˆTO KONTRˆLEN PERENORMIROWKI WOLNOWOJ FUNKCII δz1 “WYPADAET IZ

IGRY” NA PERWOM [AGE — ON ZAFIKSIRUETSQ PRI PERENORMIROWKE WTOROGO [AGA. rE-
[ENIE URAWNENIQ (49) SLEDUET ISKATX W WIDE G1 = P1(j)G0, GDE P1(j) = 1

2
	1 j2+Φ1j.

uRAWNENIE DLQ 	1 S UˆETOM FORMUL GLAWNOGO PRIBLIVENIQ (46)–(48) BUDET IMETX

RE[ENIE

	1 =
1

µ2 − ∂ 2
, (50)

GDE µ2 = −2m2 > 0, T.E. PERESTROJKA WAKUUMA PRIWODIT K SOOTWETSTWU@]EJ PERE-
STROJKE ODNOˆASTIˆNOGO SPEKTRA. wSQ KARTINA W TOˆNOSTI SOOTWETSTWUET OPISANI@

NA QZYKE “FFEKTIWNOGO POTENCIALA, ODNAKO PONQTIE “FFEKTIWNOGO POTENCIALA NIGDE

NE ISPOLXZUETSQ. dALXNEJ[IE ITERACII PRIWEDUT K PERENORMIROWANNOJ TEORII WOZ-
MU]ENIJ NAD FIZIˆESKIM NESIMMETRIˆNYM WAKUUMOM. pRIMEˆATELXNOJ OSOBENNO-
STX@ “TOJ SHEMY QWLQETSQ TO, ˆTO W OTLIˆIE OT FORMALIZMA “FFEKTIWNOGO DEJSTWIQ

ZDESX NET NUVDY WWODITX NARU[A@]IE SIMMETRI@ KONTRˆLENY DAVE NA PROMEVU-
TOˆNYH “TAPAH WYˆISLENIJ — DLQ USTRANENIQ ULXTRAFIOLETOWYH RASHODIMOSTEJ

DOSTATOˆNO NE NARU[A@]IH SIMMETRI@ KONTRˆLENOW δm2, δλ I δz.
w ZAKL@ˆENIE OTMETIM, ˆTO HOTQ PRI m2 > 0 ZNAˆENIQ v W FORMULE (48) MNIMY,

TEM NE MENEE SU]ESTWU@T SOOTWETSTWU@]IE IM WE]ESTWENNYE RE[ENIQ URAWNENIQ

(44), NAPRIMER

G0 = cos{w
∫
j(x)dx}, (51)

GDE w2 = m2/4λ. nA PERWOM [AGE ITERACIJ TAKOE GLAWNOE PRIBLIVENIE PRIWO-
DIT K TAHIONAM, I PO“TOMU FIZIˆESKI NEPRIEMLEMO. wOZMOVNO, PODOBNYE RE[ENIQ

MOGUT OKAZATXSQ POLEZNYMI PRI ISSLEDOWANII PROBLEMY SPONTANNOGO NARU[ENIQ

SIMMETRII W TEORII φ42 S m2 > 0 (SM., NAPRIMER, [4]), ˆTO TREBUET, ODNAKO, SOOT-
WETSTWU@]EJ MODIFIKACII SHEMY WYˆISLENIJ.

aWTOR PRIZNATELEN a.i.aLEKSEEWU, b.a.aRBUZOWU I i.l.sOLOWCOWU ZA POLEZNYE

OBSUVDENIQ. rABOTA WYPOLNENA PRI PODDERVKE rffi (PROEKT 95-02-03704).
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