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iSSLEDOWANA STRUKTURA PRIWEDENNOGO FAZOWOGO PROSTRANSTWA, WOZNIKA@]EGO PRI GA-
MILXTONOWOJ REDUKCII FAZOWOGO PROSTRANSTWA, SOOTWETSTWU@]EGO SWOBODNOMU DWIVENI@

ˆASTICY PO GRUPPE SL(2,R). rASSMATRIWAEMAQ REDUKCIQ OSNOWYWAETSQ NA WWEDENII SWQZEJ

ANALOGIˆNYH TEM, KOTORYE ISPOLXZU@TSQ PRI REDUKCII MODELI wESSA–zUMINO-nOWIKOWA–
wITTENA K TODOWSKIM SISTEMAM. pOKAZANO, ˆTO PRIWEDENNOE FAZOWOE PROSTRANSTWO DIFFEO-

MORFNO LIBO OB˙EDINENI@ DWUH DWUMERNYH PLOSKOSTEJ, LIBO CILINDRU S1 × R. dLQ OBOIH

SLUˆAEW POSTROENY KANONIˆESKIE KOORDINATY I POKAZANO, ˆTO W PERWOM SLUˆAE PRIWEDEN-

NOE FAZOWOE PROSTRANSTWO SIMPLEKTOMORFNO OB˙EDINENI@ DWUH KOKASATELXNYH RASSLOENIJ

T ∗(R), SNABVENNYH KANONIˆESKOJ SIMPLEKTIˆESKOJ STRUKTUROJ, A WO WTOROM SLUˆAE ONO SIM-

PLEKTOMORFNO KOKASATELXNOMU RASSLOENI@ T ∗(S1), SNOWA SNABVENNOMU KANONIˆESKOJ SIM-
PLEKTIˆESKOJ STRUKTUROJ.

Abstract

Razumov A.V., Yasnov V.I. Hamiltonian Reduction of Free Particle Motion on Group SL(2,R):
IHEP Preprint 96–40. – Protvino, 1996. – p. 13, refs.: 6.

The structure of the reduced phase space arising in the hamiltonian reduction of the phase

space corresponding to a free particle motion on the group SL(2,R) is investigated. The consid-
ered reduction is based on the constraints similar to those used in the hamiltonian reduction of

the Wess–Zumino–Novikov–Witten model to Toda systems. It is shown that the reduced phase
space is diffeomorphic either to the union of two two–dimensional planes, or to the cylinder

S1 × R. Canonical coordinates are constructed for the both cases, and it is shown that in the
first case the reduced phase space is sympectomorphic to the union of two cotangent bundles

T ∗(R) endowed with the canonical symplectic structure, while in the second case it is symplec-
tomorphic to the cotangent bundle T ∗(S1) also endowed with the canonical sympectic structure.
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wWEDENIE

w NASTOQ]EE WREMQ HORO[O IZWESTEN METOD POLUˆENIQ RAZLIˆNYH TODOWSKIH SI-
STEM S POMO]X@ GAMILXTONOWOJ REDUKCII MODELI wESSA–zUMINO–nOWIKOWA–wITTENA

(wznw). w ˆASTNOSTI MODELX wznw DLQ GRUPPY lI SL(2,R) PRIWODIT K PROSTEJ-
[EJ TODOWSKOJ SISTEME — URAWNENI@ lIUWILLQ. oSNOWNYM TEHNIˆESKIM PRIEMOM

PRI PROWEDENII OBSUVDAEMOJ REDUKCII QWLQETSQ ISPOLXZOWANIE RAZLOVENIQ gAUSSA

GRUPPOWOGO “LEMENTA, OPISYWA@]EGO KONFIGURACI@ MODELI wznw (SM., NAPRIMER,
RABOTU [1]). uVE W ODNOJ IZ PERWYH RABOT PO GAMILXTONOWOJ REDUKCII MODELI

wznw [2] PODˆERKIWALOSX, ˆTO RAZLOVENIE gAUSSA QWLQETSQ LOKALXNYM. sLEDOWA-
TELXNO, PRIWEDENNOE FAZOWOE PROSTRANSTWO SOWPADAET S FAZOWYM PROSTRANSTWOM SO-
OTWETSTWU@]EJ TODOWSKOJ MODELI TOLXKO LOKALXNO I MOVET IMETX BOLEE SLOVNU@

GLOBALXNU@ STRUKTURU. k SOVALENI@, POKA NE UDALOSX POLUˆITX ISˆERPYWA@]U@

INFORMACI@ O TOPOLOGII PRIWEDENNOGO FAZOWOGO PROSTRANSTWA DLQ SLUˆAQ POLNOJ

DWUMERNOJ MODELI wznw.
w RABOTE [3] BYLA W “TOJ SWQZI RASSMOTRENA ODNOMERNAQ MODELX, POLUˆAEMAQ IZ

MODELI wznw OGRANIˆENIEM NA KONFIGURACII, NE ZAWISQ]IE OT PROSTRANSTWENNOJ

PEREMENNOJ. fAKTIˆESKI “TO MODELX, OPISYWA@]AQ DWIVENIE ˆASTICY PO SOOTWET-
STWU@]EMU GRUPPOWOMU MNOGOOBRAZI@. aWTORY RABOTY [3] POKAZALI, ˆTO DLQ GRUPPY

lI SL(2,R) W ZAWISIMOSTI OT ZNAˆENIJ PARAMETROW, HARAKTERIZU@]IH REDUKCI@,
IMEETSQ DWA RAZLIˆNYH SLUˆAQ. w PERWOM SLUˆAE PRIWEDENNOE FAZOWOE PROSTRANSTWO

SOSTOIT IZ OB˙EDINENIQ DWUH FAZOWYH PROSTRANSTW ODNOMERNOJ MODELI lIUWILLQ.
wO WTOROM SLUˆAE FAZOWOE PROSTRANSTWO IMEET BOLEE SLOVNU@ TOPOLOGI@. dETALX-
NOE, HOTQ I DALEKO NE POLNOE ISSLEDOWANIE PRIWEDENNYH FAZOWYH PROSTRANSTW DLQ

RAZLIˆNYH GRUPP lI BYLO PROWEDENO W [5].
kWANTOWANIE REDUCIROWANNOJ SISTEMY DLQ SLUˆAQ GRUPPY SL(2,R) RASSMATRIWA-

LOSX W RABOTE [4]. w “TOJ RABOTE PRIWEDENNOE FAZOWOE PROSTRANSTWO RASSMATRIWALOSX

KAK POWERHNOSTX, SKLEENNAQ IZ DWUH ˆASTEJ. kWANTOWANIE PROWODILOSX DLQ KAVDOJ

ˆASTI OTDELXNO, A ZATEM RASSMATRIWALASX PROCEDURA SKLEJKI SOOTWETSTWU@]IH

WOLNOWYH FUNKCIJ. dRUGOJ WARIANT KWANTOWANIQ, W KOTOROM TAKVE ISPOLXZUETSQ
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LOKALXNOE PREDSTAWLENIE PRIWEDENNOGO FAZOWOGO PROSTRANSTWA, PRIWEDEN W RABO-
TE [6].

nA NA[ WZGLQD, NAIBOLEE UBEDITELXNYM QWILOSX BY KWANTOWANIE, OSNOWANNOE

NA GLOBALXNOM OPISANII FAZOWOGO PROSTRANSTWA. w NASTOQ]EJ RABOTE MY DELAEM

PERWYJ [AG W “TOM NAPRAWLENII, POKAZYWAQ, ˆTO PRIWEDENNOE FAZOWOE PROSTRANSTWO

MODELI, OSNOWANNOJ NA GRUPPE lI SL(2,R), DIFFEOMORFNO LIBO OB˙EDINENI@ DWUH

DWUMERNYH PLOSKOSTEJ, LIBO CILINDRU S1 × R. pRI “TOM DLQ OBOIH SLUˆAEW MY

STROIM KANONIˆESKIE KOORDINATY I POKAZYWAEM, ˆTO W PERWOM SLUˆAE PRIWEDENNOE

FAZOWOE PROSTRANSTWO SIMPLEKTOMORFNO OB˙EDINENI@ DWUH KOKASATELXNYH RASSLO-
ENIJ T ∗(R), SNABVENNYH KANONIˆESKOJ SIMPLEKTIˆESKOJ STRUKTUROJ, A WO WTOROM

SLUˆAE ONO SIMPLEKTOMORFNO KOKASATELXNOMU RASSLOENI@ T ∗(S1), SNOWA SNABVEN-
NOMU KANONIˆESKOJ SIMPLEKTIˆESKOJ STRUKTUROJ. zAMETIM, ˆTO W RABOTE [6] UVE

OTMEˆALOSX, ˆTO PRIWEDENNOE FAZOWOE PROSTRANSTWO TOPOLOGIˆESKI IMEET WY[E-
OPISANNU@ STRUKTURU, ODNAKO DIFFERENCIALXNO GEOMETRIˆESKAQ “KWIWALENTNOSTX

DOKAZANA NE BYLA.

1. mATRIˆNYE GRUPPY lI

pUSTX G ESTX DEJSTWITELXNAQ MATRIˆNAQ GRUPPA lI; DRUGIMI SLOWAMI, G ESTX

NEKOTORAQ PODGRUPPA lI GRUPPY lI GL(m,R). oTOVDESTWIM ALGEBRU lI g GRUPPY

lI G S SOOTWETSTWU@]EJ PODALGEBROJ ALGEBRY lI gl(m,R). oBOZNAˆIM ˆEREZ g
MATRIˆNOZNAˆNU@ FUNKCI@ NA G, ZADANNU@ FORMULOJ

gij(a) = aij,

DLQ L@BOGO a = ‖aij‖ ∈ G.
fORMA mAURERA–kARTANA DLQ SLUˆAQ MATRIˆNOJ GRUPPY G ESTX MATRIˆNOZNAˆ-

NAQ 1–FORMA, ZADANNAQ SOOTNO[ENIEM

θ = g−1dg. (1.1)

fORMA θ INWARIANTNA OTNOSITELXNO PRAWYH SDWIGOW W GRUPPE G, PRINIMAET ZNAˆE-
NIQ W ALGEBRE lI g I UDOWLETWORQET SOOTNO[ENI@

dθ + θ ∧ θ = 0. (1.2)

wWEDEM NA G LOKALXNYE KOORDINATY yµ I PREDSTAWIM FORMU mAURERA–kARTANA

W WIDE

θ = (g−1∂µg)dy
µ, (1.3)

GDE ∂µ = ∂/∂yµ. mATRIˆNOZNAˆNYE FUNKCII g−1∂µg PRINIMA@T ZNAˆENIQ W ALGEBRE

lI g. wYBEREM NEKOTORYJ BAZIS eα W g. sTRUKTURNYE KONSTANTY cγαβ ALGEBRY lI

g OPREDELQ@TSQ IZ SOOTNO[ENIJ

[eα, eβ] = cγαβeγ.
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rAZLAGAQ g−1∂µg PO BAZISU eα, POLUˆAEM

θ = eαθ
α
µdy

µ. (1.4)

nETRUDNO UBEDITXSQ W TOM, ˆTO SOOTNO[ENIE (1.2) “KWIWALENTNO RAWENSTWAM

∂µθ
α
ν − ∂νθαµ + cαβγθ

β
µθ
γ
ν = 0. (1.5)

mOVNO POKAZATX, ˆTO MATRICA ‖θαµ‖ NEWYROVDENA. oBOZNAˆIM MATRIˆNYE “LEMENTY

OBRATNOJ MATRICY ˆEREZ ξµα. tAKIM OBRAZOM, IMEEM

ξµαθ
β
µ = δβα.

iSPOLXZUQ “TO SOOTNO[ENIE I RAWENSTWA (1.5), POLUˆAEM

ξνα∂νξ
µ
β − ξνβ∂νξµα − c

γ
αβξ

µ
γ = 0. (1.6)

sU]ESTWUET TAKVE LEWOINWARIANTNAQ FORMA mAURERA–kARTANA θ̄, ZADAWAEMAQ

FORMULOJ

θ̄ = dgg−1. (1.7)

fORMA θ̄ PRINIMAET ZNAˆENIQ W ALGEBRE lI g I UDOWLETWORQET SOOTNO[ENI@

dθ̄ − θ̄ ∧ θ̄ = 0. (1.8)

iSPOLXZUQ LOKALXNYE KOORDINATY yµ I BAZIS eα, PREDSTAWIM FORMU θ̄ W WIDE

θ̄ = ∂µgg
−1dyµ = eαθ̄

α
µdy

µ. (1.9)

iZ SOOTNO[ENIQ (1.8) SLEDU@T RAWENSTWA

∂µθ̄
α
ν − ∂ν θ̄αµ − cαβγθ̄βµ θ̄γν = 0. (1.10)

mATRICA ‖θ̄αµ‖ NEWYROVDENA. sLEDOWATELXNO, SU]ESTWUET MATRICA ‖ξ̄µα‖, GDE FUNKCII

ξ̄µα OPREDELQ@TSQ IZ SOOTNO[ENIJ

ξ̄µαθ̄
β
µ = δβα.

iZ RAWENSTW (1.10) POLUˆAEM

ξ̄να∂ν ξ̄
µ
β − ξ̄νβ∂ν ξ̄µα + cγαβ ξ̄

µ
γ = 0. (1.11)

nAPOMNIM, ˆTO PRISOEDINENNOE PREDSTAWLENIE DLQ SLUˆAQ MATRIˆNOJ GRUPPY

lI OPISYWAETSQ FORMULOJ

Ad(a)u = aua−1, a ∈ G, u ∈ g.
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sRAWNIWAQ OPREDELENIQ (1.1) I (1.7) FORM θ I θ̄, IMEEM

θ̄ = gθg−1 = Ad(g) ◦ θ.

mATRIˆNYE “LEMENTY Adβα(a) PRISOEDINENNOGO PREDSTAWLENIQ OTNOSITELXNO BAZISA

eα OPREDELQ@TSQ RAWENSTWOM

Ad(a)eα = aeαa
−1 = eβ Adβα(a). (1.12)

iSPOLXZUQ “TO RAWENSTWO I SOOTNO[ENIQ (1.4) I (1.9), POLUˆAEM

θ̄αµ = Adαβ(g)θ
β
µ,

ˆTO TAKVE MOVET BYTX ZAPISANO W WIDE

Adαβ(g) = θ̄αµξ
µ
β . (1.13)

w ZAKL@ˆENIE “TOGO RAZDELA POLUˆIM SISTEMU DIFFERENCIALXNYH URAWNENIJ, KO-
TORYM UDOWLETWORQ@T MATRIˆNYE “LEMENTY PRISOEDINENNOGO PREDSTAWLENIQ GRUPPY

G. iZ RAWENSTWA (1.12) SLEDUET, ˆTO

∂µ(geβg
−1) = eγ∂µ(Adγβ(g)). (1.14)

lEGKO UBEDITXSQ W TOM, ˆTO

∂µ(geβg
−1) = [∂µgg

−1, geβg
−1].

iSPOLXZUQ RAWENSTWO

ξ̄µα∂µgg
−1 = eα,

KOTOROE SLEDUET IZ (1.9), IMEEM

ξ̄µα(geβg
−1) = eγc

γ
αδ Adδβ(g).

sOOTNO[ENIE (1.14) TEPERX DAET

ξ̄µα∂µ(Adγβ(g)) = cγαδ Adδβ(g). (1.15)

2. sWOBODNOE DWIVENIE PO MATRIˆNOJ GRUPPE lI

dWIVENIE TOˆEˆNOJ ˆASTICY PO MATRIˆNOJ GRUPPE lI G OPISYWAETSQ OTOBRA-
VENIEM g(t), SOPOSTAWLQ@]IM KAVDOMU MOMENTU WREMENI “LEMENT GRUPPY G. pRED-
POLOVIM, ˆTO SKALQRNOE PROIZWEDENIE NA g, ZADANNOE SOOTNO[ENIEM

(u, v) = tr(uv) (2.1)
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DLQ L@BYH u, v ∈ g, QWLQETSQ NEWYROVDENNYM. —TO PREDPOLOVENIE “KWIWALENTNO

DOPU]ENI@ NEWYROVDENNOSTI MATRICY c = ‖cαβ‖, GDE

cαβ = tr(eαeβ). (2.2)

sKALQRNOE PROIZWEDENIE (2.1) INWARIANTNO OTNOSITELXNO PRISOEDINENNOGO DEJSTWIQ

GRUPPY G W g, OPREDELQEMOGO PRISOEDINENNYM PREDSTAWLENIEM, ˆTO “KWIWALENTNO

SPRAWEDLIWOSTI RAWENSTW

Adγα(a) Adδβ(a)cγδ = cαβ. (2.3)

sWOBODNOMU DWIVENI@ PO GRUPPE G SOOTWETSTWUET LAGRANVIAN

L =
1

2
tr(g−1ġg−1ġ), (2.4)

GDE TOˆKA OZNAˆAET PROIZWODNU@ PO t. lAGRANVIAN (2.4) INWARIANTEN OTNOSITELXNO

LEWYH I PRAWYH SDWIGOW W GRUPPE G. iSPOLXZUQ RAWENSTWO (1.4), IMEEM

g−1ġ = (g−1∂µg)ẏ
µ = eαθ

α
µ ẏ
µ,

ˆTO POZWOLQET NAM PEREPISATX WYRAVENIE DLQ LAGRANVIANA L W TERMINAH KOORDI-
NAT yµ I SKOROSTEJ ẏµ:

L =
1

2
ẏµGµν ẏ

ν,

GDE

Gµν = θαµcαβθ
β
ν = θ̄αµcαβθ̄

β
ν (2.5)

ESTX KOMPONENTY BIINWARIANTNOJ METRIKI NA G. pOSLEDNEE RAWENSTWO W (2.5) SLE-
DUET IZ (2.3).

rASSMOTRIM TEPERX GAMILXTONOWU FORMULIROWKU MODELI. fAZOWOE PROSTRANSTWO

W “TOM SLUˆAE ESTX KOKASATELXNOE RASSLOENIE T ∗(G), SNABVENNOE KANONIˆESKOJ SIM-
PLEKTIˆESKOJ STRUKTUROJ. lOKALXNYE KOORDINATY yµ NA G POROVDA@T LOKALXNYE

KANONIˆESKIE KOORDINATY yµ, pµ NA T ∗(G), I KANONIˆESKAQ SIMPLEKTIˆESKAQ 2–
FORMA IMEET W “TIH KOORDINATAH WID

Ω = d(pµdy
µ).

tAKAQ SIMPLEKTIˆESKAQ FORMA PRIWODIT K SLEDU@]IM SKOBKAM pUASSONA DLQ KOOR-
DINATNYH FUNKCIJ yµ I pµ:

{yµ, yν} = 0, {pµ, pν} = 0,

{yµ, pν} = δµν .

pREOBRAZOWANIE lEVANDRA OPISYWAETSQ W RASSMATRIWAEMOM SLUˆAE SOOTNO[ENIQMI

pµ =
∂L

∂ẏµ
= Gµν ẏ

µ,
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I MY IMEEM SLEDU@]EE WYRAVENIE DLQ GAMILXTONIANA SISTEMY

H =
1

2
pµG

µνpν ,

GDE Gµν ESTX MATRIˆNYE “LEMENTY MATRICY OBRATNOJ K MATRICE ‖Gµν‖. qWNOE

WYRAVENIE DLQ Gµν IMEET WID

Gµν = ξµαc
αβξνβ = ξ̄µαc

αβ ξ̄νβ , (2.6)

GDE cαβ ESTX MATRIˆNYE “LEMENTY MATRICY OBRATNOJ K MATRICE ‖cαβ‖.
oPREDELIM FUNKCII

jα = −ξµαpµ, ̄α = −ξ̄µαpµ.
pRINIMAQ WO WNIMANIE (1.13), POLUˆAEM

jα = Adβα(g)̄β. (2.7)

iZ (1.6) I (1.11) SLEDU@T SLEDU@]IE WYRAVENIQ DLQ SKOBOK pUASSONA FUNKCIJ jα
I ̄α:

{jα, jβ} = cγαβjγ, {̄α, ̄β} = −cγαβ ̄γ,
W TO WREMQ KAK URAWNENIQ (1.15) I SOOTNO[ENIE (2.7) DA@T

{jα, ̄β} = 0.

fUNKCII jα I ̄α QWLQ@TSQ SOOTWETSTWENNO GENERATORAMI PRAWYH I LEWYH SDWIGOW

NA GRUPPE G. dEJSTWITELXNO, IZ SOOTNO[ENIJ (1.3) I (1.4) POLUˆAEM

ξµα∂µg = geα.

—TO RAWENSTWO POZWOLQET LEGKO POKAZATX, ˆTO

{jα, g} = geα.

aNALOGIˆNO, ISPOLXZUQ (1.9), POLUˆAEM

{̄α, g} = eαg.

kAK “TO SLEDUET IZ (2.6), GAMILXTONIAN SISTEMY W TERMINAH FUNKCIJ jα ILI ̄α
IMEET SLEDU@]IJ WID:

H =
1

2
jαc
αβjα =

1

2
̄αc
αβ ̄β. (2.8)

iSPOLXZUQ (1.4), POLUˆAEM

dyµ = ξµαc
αβ tr(eβθ).

tAKIM OBRAZOM, SPRAWEDLIWO RAWENSTWO

Ω = − tr(jθ), (2.9)
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GDE MY WWELI OBOZNAˆENIE

j = jαc
αβeβ .

aNALOGIˆNO, POLUˆAEM

Ω = − tr(̄θ̄),

GDE

̄ = ̄αc
αβeβ.

iZ FORMUL (2.7) I (2.3) SLEDUET, ˆTO MATRIˆNOZNAˆNYE FUNKCII j I ̄ SWQZANY

SOOTNO[ENIEM

̄ = gjg−1 = Ad(g) ◦ j. (2.10)

3. gRUPPA lI SL(2,R)

gRUPPA lI SL(2,R) SOSTOIT IZ DEJSTWITELXNYH 2× 2 MATRIC

a =

(
a11 a12
a21 a22

)
,

UDOWLETWORQ@]IH SOOTNO[ENI@

det a = a11a22 − a12a21 = 1.

aLGEBRA lI GRUPPY SL(2,R) ESTX ALGEBRA lI sl(2,R), SOSTOQ]AQ IZ DEJSTWITELXNYH

2× 2 MATRIC S NULEWYM SLEDOM. wYBEREM W sl(2,R) KANONIˆESKIJ BAZIS:

e1 = x− =

(
0 0
1 0

)
, e2 = h =

(
1 0
0 −1

)
, e3 = x+ =

(
0 1
0 0

)
.

pRI TAKOM WYBORE BAZISA W SOOTWETSTWII S (2.2) IMEEM

‖cαβ‖ =


 0 0 1

0 2 0
1 0 0


 , ‖cαβ‖ =


 0 0 1

0 1/2 0
1 0 0


 . (3.1)

wWODQ OBOZNAˆENIQ

j− = j1, j0 = j2, j+ = j3,

̄− = ̄1, ̄0 = ̄2, ̄+ = ̄3,

DLQ MATRIˆNOZNAˆNYH FUNKCIJ j I ̄ POLUˆAEM WYRAVENIQ

j =

(
j0/2 j−
j+ −j0/2

)
, ̄ =

(
̄0/2 ̄−
̄+ −̄0/2

)
. (3.2)
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tEPERX, ISPOLXZUQ SOOTNO[ENIE (2.10), IMEEM

̄− = (g11)
2j− − g11g12j0 − (g12)

2j+,

̄0 = −2g11g21j− + (g11g22 + g12g21)j0 + 2g22g12j+,

̄+ = −(g21)
2j− + g22g21j0 + (g22)

2j+.

dLQ RASSMATRIWAEMOGO SLUˆAQ GRUPPY lI SL(2,R) SPRAWEDLIWO SLEDU@]EE WYRA-
VENIE DLQ OBRATNOGO “LEMENTA:

a−1 =

(
a22 −a12
−a21 a11

)
.

oTS@DA DLQ FORMY mAURERA–kARTANA POLUˆAEM

θ =

(
g22dg11 − g12dg21 g22dg12 − g12dg22
−g12dg11 + g11dg12 −g21dg12 + g11dg22

)
.

pRINIMAQ TEPERX WO WNIMANIE (2.9) I (3.2), DLQ SIMPLEKTIˆESKOJ FORMY Ω IMEEM

Ω = d[j−(g21dg11 − g11dg21) + j0(g11dg22 − g22dg11 +

+ g12dg21 − g21dg12)/2 + j+(g12dg22 − g22dg12)]. (3.3)

4. rEDUCIROWANNOE FAZOWOE PROSTRANSTWO

iNTERESU@]AQ NAS REDUKCIQ FAZOWOGO PROSTRANSTWA OSU]ESTWLQETSQ POSRED-
STWOM NALOVENIQ DWUH SWQZEJ PERWOGO RODA

j+ = µ, ̄− = ν, (4.1)

GDE µ I ν — DWE DEJSTWITELXNYE KONSTANTY, OTLIˆNYE OT NULQ. sWQZI (4.1) PO-
ROVDA@T NA OPREDELQEMOJ IMI POWERHNOSTI DEJSTWIE DWUMERNOJ GRUPPY lI. pRI

“TOM “TO DEJSTWIE SWOBODNO, ˆTO PRIWODIT K RASSLOENI@ POWERHNOSTI SWQZEJ NA

DWUMERNYE ORBITY. kAK “TO SLEDUET IZ OB]EJ TEORII GAMILXTONOWOJ REDUKCII,
PROSTRANSTWO ORBIT QWLQETSQ SIMPLEKTIˆESKIM MNOGOOBRAZIEM S SIMPLEKTIˆESKOJ

STRUKTUROJ, NASLEDUEMOJ IZ POLNOGO FAZOWOGO PROSTRANSTWA. —TO SIMPLEKTIˆESKOE

MNOGOOBRAZIE OBYˆNO NAZYWA@T PRIWEDENNYM FAZOWYM PROSTRANSTWOM. w RASSMA-
TRIWAEMOM SLUˆAE PRIWEDENNOE FAZOWOE PROSTRANSTWO MOVET BYTX REALIZOWANO KAK

POWERHNOSTX, POLUˆAEMAQ W REZULXTATE PERESEˆENIQ POWERHNOSTI SWQZEJ S POWERH-
NOSTX@, ZADANNOJ SOOTNO[ENIQMI, NAZYWAEMYMI KALIBROWOˆNYMI USLOWIQMI ILI

KALIBROWKAMI. oTMETIM, ˆTO PROEKCIQ RASSMATRIWAEMOGO DEJSTWIQ NA KONFIGURA-
CIONNOE PROSTRANSTWO NE QWLQETSQ SWOBODNYM DEJSTWIEM, PO“TOMU KALIBROWOˆNYE

USLOWIQ DOLVNY NALAGATXSQ NA KOORDINATY jα I ̄α. nETRUDNO UBEDITXSQ W TOM,
ˆTO DOPUSTIMYMI KALIBROWOˆNYMI USLOWIQMI QWLQ@TSQ, NAPRIMER, SOOTNO[ENIQ

j0 = 0, ̄0 = 0.
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uˆITYWAQ “TI KALIBROWOˆNYE USLOWIQ, MY WIDIM, ˆTO PRIWEDENNOE FAZOWOE PRO-
STRANSTWO ZADAETSQ URAWNENIQMI

(g11)
2j− − (g12)

2µ = ν, (4.2)

g22g12µ− g11g21j− = 0, (4.3)

g11g22 − g12g21 = 1. (4.4)

uMNOVAQ (4.3) NA g11 I UˆITYWAQ (4.2) I (4.4), POLUˆAEM

g12µ − g21ν = 0. (4.5)

pODSTAWLQQ “TO RAWENSTWO W (4.3), PRIHODIM K RAWENSTWU

g12(g22ν − g11j−) = 0. (4.6)

s DRUGOJ STORONY, PRINIMAQ WO WNIMANIE (4.5), MY MOVEM PEREPISATX (4.2) W WIDE

(g11)
2 − g12g21ν = ν,

ˆTO DAET POSLE UˆETA (4.4) SOOTNO[ENIE

g11(g22ν − g11j−) = 0. (4.7)

tAK KAK FUNKCII g12 I g11 NE MOGUT PRINIMATX NULEWOE ZNAˆENIE ODNOWREMENNO, TO

IZ (4.6) I (4.7) SLEDUET, ˆTO

g22ν − g11j− = 0. (4.8)

iSPOLXZUQ SOOTNO[ENIQ (4.5) I (4.8) DLQ ISKL@ˆENIQ FUNKCIJ g21 I g22, LEGKO

UBEDITXSQ W TOM, ˆTO SISTEMA URAWNENIJ (4.2)–(4.4) “KWIWALENTNA ODNOMU URAWNENI@

(4.2). dRUGIMI SLOWAMI, PRIWEDENNOE FAZOWOE PROSTRANSTWO MOVET RASSMATRIWATXSQ

KAK DWUMERNAQ POWERHNOSTX W TREHMERNOM PROSTRANSTWE S KOORDINATAMI g11, g12 I

j−, ZADANNAQ URAWNENIEM (4.2). kAK “TO SLEDUET IZ (3.3), SIMPLEKTIˆESKAQ FORMA

NA PRIWEDENNOM FAZOWOM PROSTRANSTWE DAETSQ SOOTNO[ENIEM

Ω =
µ

ν
d[2j−(g12dg11 − g11dg12) + g11g12dj−]. (4.9)

pRIWEDENNOE FAZOWOE PROSTRANSTWO IMEET RAZNU@ TOPOLOGI@ W ZAWISIMOSTI OT

WELIˆINY PARAMETROW µ I ν. w DEJSTWITELXNOSTI, IME@TSQ DWA PRINCIPIALXNO

RAZLIˆNYH WARIANTA, OPREDELQEMYH OTNOSITELXNYM ZNAKOM “TIH PARAMETROW.
pREDPOLOVIM SNAˆALA, ˆTO PARAMETRY µ I ν IME@T ODINAKOWYJ ZNAK. bEZ POTERI

OB]NOSTI MOVNO POLOVITX µ = ν = 1. iZ (4.2) SLEDUET, ˆTO W RASSMATRIWAEMOM

SLUˆAE g11 NE MOVET OBRA]ATXSQ W NULX I KOORDINATA j− MOVET BYTX WYRAVENA

ˆEREZ g11 I g12:

j− =
(g12)

2 + 1

(g11)2
. (4.10)
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tAKIM OBRAZOM, PRIWEDENNOE FAZOWOE PROSTRANSTWO TOPOLOGIˆESKI QWLQETSQ OB˙-
EDINENIEM DWUH NEPERESEKA@]IHSQ DWUMERNYH PLOSKOSTEJ. qSNO TAKVE, ˆTO “TI

PLOSKOSTI MOGUT BYTX REALIZOWANY KAK OTKRYTYE PODMNOVESTWA PLOSKOSTI, OPI-
SYWAEMOJ KOORDINATAMI g11 I g12, SOOTWETSTWU@]IE USLOWIQM g11 > 0 I g11 < 0.

iSPOLXZUQ (4.10), IZ (4.9) POLUˆAEM SLEDU@]EE WYRAVENIE DLQ SIMPLEKTIˆESKOJ

FORMY NA PRIWEDENNOM FAZOWOM PROSTRANSTWE:

Ω = −2
dg12 ∧ dg11

(g11)2
.

tEPERX NETRUDNO WWESTI KANONIˆESKIE KOORDINATY, POLAGAQ, NAPRIMER, DLQ PO-
LUPLOSKOSTI g11 > 0

Q = ln g11, P = −2
g12

g11
.

iZ (2.8) I (3.1) ZAKL@ˆAEM, ˆTO GAMILXTONIAN PRIWEDENNOJ SISTEMY SOWPADAET S

j−. pRINIMAQ WO WNIMANIE (4.10) I RAWENSTWA

g11 = expQ, g12 = −1

2
P expQ,

POLUˆAEM

H =
1

4
P 2 + exp(−2Q).

rE[ENIQ URAWNENIJ DWIVENIQ DLQ SISTEMY S TAKIM GAMILXTONIANOM HORO[O IZ-
WESTNY, I MY IH PRIWODITX NE BUDEM.

rASSMOTRIM TEPERX SLUˆAJ, KOGDA PARAMETRY µ I ν IME@T RAZNYE ZNAKI I

POLOVIM µ = −ν = −1. wWEDEM POLQRNYE KOORDINATY DLQ g11 I g12:

g11 = R sin Φ, g12 = R cos Φ.

iZ URAWNENIQ (4.2) SLEDUET, ˆTO

R2 =
1

j− sin2Φ + cos2Φ
.

mY MOVEM RASSMATRIWATX Φ I j− KAK KOORDINATY NA PRIWEDENNOM FAZOWOM PRO-
STRANSTWE. lEGKO WIDETX, ˆTO “TI KOORDINATY PRINIMA@T TOLXKO TAKIE ZNAˆENIQ,
DLQ KOTORYH

j− sin2Φ + cos2Φ > 0.

sIMPLEKTIˆESKAQ FORMA W TERMINAH KOORDINAT Φ I j− IMEET WID

Ω = − 1

j− sin2Φ + cos2Φ
dj− ∧ dΦ.

tAKIM OBRAZOM, MY WIDIM, ˆTO KOORDINATY Φ I j− OBLADA@T DWUMQ SU]ESTWENNYMI

NEDOSTATKAMI. wO–PERWYH, “TI KOORDINATY NE PRINIMA@T PROIZWOLXNYH ZNAˆENIJ,
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A WO–WTORYH, ONI NE QWLQ@TSQ KANONIˆESKIMI. nETRUDNO UBEDITXSQ W TOM, ˆTO

OB]IJ WID KOORDINATY SOPRQVENNOJ K Φ DAETSQ SOOTNO[ENIEM

Π = − 1

sin2Φ
ln
(
j− sin2Φ + cos2Φ

)
+ F (Φ),

GDE F (Φ) — PROIZWOLXNAQ PERIODIˆESKAQ FUNKCIQ. wYBIRAQ F (Φ) = 0, PRIHODIM K

UDOBNYM KANONIˆESKIM KOORDINATAM Φ I Π. zAMETIM, ˆTO “TI KOORDINATY PRINI-
MA@T UVE PROIZWOLXNYE ZNAˆENIQ.

tEPERX LEGKO POKAZATX, ˆTO g11, g12 I j− WYRAVA@TSQ ˆEREZ KOORDINATY Φ I Π
SLEDU@]IM OBRAZOM:

g11 = exp(Π sin2Φ/2) sin Φ, (4.11)

g12 = exp(Π sin2Φ/2) cos Φ, (4.12)

j− =
(
exp(−Π sin2Φ) − cos2Φ

)
/ sin2Φ. (4.13)

sOOTNO[ENIQ (4.11)–(4.13) DA@T PARAMETRIˆESKOE PREDSTAWLENIE PRIWEDENNOGO FAZO-
WOGO PROSTRANSTWA, RASSMATRIWAEMOGO KAK POWERHNOSTX, ZADANNAQ URAWNENIEM (4.2).
pRI “TOM FUNKCII, WHODQ]IE W “TI SOOTNO[ENIQ, QWLQ@TSQ BESKONEˆNO DIFFEREN-
CIRUEMYMI. bOLEE TOGO, SOOTWETSTWU@]IE KASATELXNYE WEKTORY QWLQ@TSQ LINEJNO

NEZAWISIMYMI. sLEDOWATELXNO, PRIWEDENNOE FAZOWOE PROSTRANSTWO DIFFEOMORFNO

CILINDRU S1 × R. uˆITYWAQ TOT FAKT, ˆTO Φ I Π ESTX KANONIˆESKIE KOORDINATY,
MY WIDIM, ˆTO PRIWEDENNOE FAZOWOE PROSTRANSTWO SIMPLEKTOMORFNO KOKASATELXNO-
MU RASSLOENI@ T ∗(S1), SNABVENNOMU KANONIˆESKOJ SIMPLEKTIˆESKOJ STRUKTUROJ.

gAMILXTONIAN SISTEMY DAETSQ W KOORDINATAH Φ I Π FORMULOJ

H =
1

sin2Φ

(
cos2Φ− exp(−Π sin2Φ)

)
.

sLEDOWATELXNO, GAMILXTONOWY URAWNENIQ DWIVENIQ IME@T WID

Φ̇ = exp(−Π sin2Φ), (4.14)

Π̇ = 2 cot Φ
(

1
sin2 Φ

− exp(−Π sin2Φ)
(
Π + 1

sin2 Φ

))
. (4.15)

nESMOTRQ NA TO, ˆTO “TI URAWNENIQ WYGLQDQT DOWOLXNO SLOVNO, ONI LEGKO RE[A@TSQ.
dEJSTWITELXNO, GAMILXTONIAN SISTEMY ESTX SOHRANQ@]AQSQ WELIˆINA, IME@]AQ

SMYSL “NERGII. bUDEM ISKATX RE[ENIE URAWNENIJ DWIVENIQ DLQ KOTOROGO H = ε.
iSPOLXZUQ (4.13) I (4.14), PRIHODIM K SOOTNO[ENI@

ε =
1

sin2Φ
(cos2Φ − Φ̇).

rASSMOTRIM FUNKCI@ T = tan Φ. dLQ “TOJ FUNKCII POLUˆAEM URAWNENIE

Ṫ = 1− εT 2. (4.16)
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w SLUˆAE, KOGDA ε < 0, “TO URAWNENIE IMEET RE[ENIE

T (t) =
1√
−ε tan

(√
−ε(t− c)

)
,

GDE c — POSTOQNNAQ INTEGRIROWANIQ. oTS@DA LEGKO POLUˆAEM

cos 2Φ(t) =
ε+ tan2

(√
−ε(t− c)

)
ε− tan2

(√
−ε(t− c)

) ,

sin 2Φ(t) = −
2
√
−ε tan

(√
−ε(t− c)

)
ε− tan2

(√
−ε(t− c)

) ,

Π(t) =
tan2

(√
−ε(t− c)

)
− ε

tan2
(√
−ε(t− c)

) ln


ε+ ε tan2

(√
−ε(t− c)

)
ε− tan2

(√
−ε(t− c)

)

 .

w SLUˆAE KOGDA ε > 0 URAWNENIE (4.16) IMEET RE[ENIE

T (t) =
1√
ε

tanh
(√
ε(t− c)

)
,

I MY PRIHODIM K SOOTNO[ENIQM

cos 2Φ(t) =
ε− tanh2 (

√
ε(t− c))

ε + tanh2 (
√
ε(t− c))

,

sin 2Φ(t) =
2
√
ε tanh (

√
ε(t− c))

ε+ tanh2 (
√
ε(t− c))

,

Π(t) = −tanh2 (
√
ε(t− c)) + ε

tanh2 (
√
ε(t− c))

ln

[
ε− ε tanh2 (

√
ε(t− c))

ε+ tanh2 (
√
ε(t− c))

]
.

tAKIM OBRAZOM, MY IMEEM QWNOE RE[ENIE URAWNENIJ DWIVENIQ.
dLQ POSTROENIQ KWANTOWOJ TEORII NEOBHODIMO RE[ITX PROBLEMU UPORQDOˆENIQ

DLQ GAMILXTONIANA. w L@BOM SLUˆAE W PREDSTAWLENII, W KOTOROM PROSTRANSTWO

SOSTOQNIJ REALIZUETSQ KAK GILXBERTOWO PROSTRANSTWO KWADRATIˆNO INTEGRIRUEMYH

FUNKCIJ NA OKRUVNOSTI, POLUˆAEMYJ OPERATOR NE BUDET LOKALXNYM. oDNAKO NALI-
ˆIE QWNOGO RE[ENIQ KLASSIˆESKIH URAWNENIJ DWIVENIQ POZWOLQET NADEQTXSQ, ˆTO

ZADAˆA NA SOBSTWENNYE ZNAˆENIQ GAMILXTONIANA MOVET BYTX RE[ENA.

zAKL@ˆENIE

w NASTOQ]EJ RABOTE MY PROWELI DETALXNOE ISSLEDOWANIE STRUKTURY PRIWEDEN-
NOGO FAZOWOGO PROSTRANSTWA, WOZNIKA@]EGO W REZULXTATE GAMILXTONOWOJ REDUKCII

FAZOWOGO PROSTRANSTWA, SOOTWETSTWU@]EGO SWOBODNOMU DWIVENI@ ˆASTICY PO GRUP-
PE lI SL(2,C). mY POKAZALI, ˆTO PRIWEDENNOE FAZOWOE PROSTRANSTWO DIFFEOMORFNO
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LIBO OB˙EDINENI@ DWUH KOKASATELXNYH RASSLOENIJ T ∗(R), LIBO KOKASATELXNOMU RAS-
SLOENI@ T ∗(S1). bOLEE TOGO, MY POSTROILI DLQ OBOIH SLUˆAEW KANONIˆESKIE KOORDI-
NATY I POKAZALI, ˆTO WOZNIKA@]IE PRIWEDENNYE FAZOWYE PROSTRANSTWA SIMPLEKTO-
MORFNY SOOTWETSTWU@]IM KOKASATELXNYM RASSLOENIQM, SNABVENNYM KANONIˆESKOJ

SIMPLEKTIˆESKOJ STRUKTUROJ.
oTMETIM, ˆTO WO WTOROM IZ RASSMOTRENNYH SLUˆAEW GAMILXTONIAN SISTEMY IME-

ET DOWOLXNO SLOVNU@ STRUKTURU. oDNAKO KLASSIˆESKIE URAWNENIQ DWIVENIQ MOGUT

BYTX PROINTEGRIROWANY W QWNOM WIDE, ˆTO POZWOLQET NADEQTXSQ NA SU]ESTWOWANIE

QWNOGO RE[ENIQ ZADAˆI KWANTOWANIQ.

aWTORY GLUBOKO BLAGODARNY g. l. rˆEULI[WILI, g. p. pRONXKO I m. w. sAWELXE-
WU ZA INTERESNYE I PLODOTWORNYE OBSUVDENIQ. nASTOQ]AQ RABOTA WYPOLNENA PRI

ˆASTIˆNOJ PODDERVKE rOSSIJSKOGO FONDA FUNDAMENTALXNYH ISSLEDOWANIJ (PROEKT

95–01–00125A).
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