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w RABOTE PREDLOVENA REGULQRNAQ PROCEDURA (OSNOWANNAQ NA ISPOLXZOWANII DZETA-
FUNKCII rIMANA–—P[TEJNA) WYˆISLENIQ “FFEKTIWNOGO POTENCIALA MODELI gROSSA–nEWE NA

DWUMERNOJ RE[ETKE S RAZLIˆNYMI TIPAMI GRANIˆNYH USLOWIJ, MODELIRU@]IMI “FFEKTY

KONEˆNOGO OB˙EMA I TEMPERATURY. dLQ RAZNYH TIPOW GRANIˆNYH USLOWIJ NAJDENY “FFEK-

TIWNYJ POTENCIAL I FAZOWAQ STRUKTURA MODELI. pOKAZANO, ˆTO W DWUMERII (W OTLIˆIE OT

TREHMERNOGO SLUˆAQ) FAZOWAQ KARTINA NE ZAWISIT OT KONSTANTY SWQZI (PRI SME[ANNYH GRA-
NIˆNYH USLOWIQH). uSTANOWLENO SU]ESTWOWANIE KRITIˆESKOJ DLINY TAKOJ, ˆTO ESLI DLINA

PROSTRANSTWENNOGO IZMERENIQ BOLX[E KRITIˆESKOJ, TO PRI L@BOJ TEMPERATURE σc = 0 I

FAZOWOGO PEREHODA NET (σc — PARAMETR PORQDKA). eSLI DLINA PROSTRANSTWENNOGO IZMERENIQ

MENX[E KRITIˆESKOJ, TO SU]ESTWUET FAZOWYJ PEREHOD: PRI NIZKOJ TEMPERATURE σc �= 0, A

PRI EE POWY[ENII σc POSTEPENNO ISˆEZAET.

Abstract

Vshivtsev A.S., Kisun’ko A.G., Klimenko K.G., Peregudov D.V. Phase structure of the Gross–
Neveu model at nonzero temperature and finite volume: IHEP Preprint 96-58. – Protvino, 1996. –

p. 21, figs. 2, refs.: 15.

Regular procedure for finding effective potentials of different two dimensional models at
nonzero temperature and finite volume is proposed. It is founded on the Epstein dzeta-function

method and is used to study phase structure of the Gross–Neveu model at periodic as well, as
antiperiodic boundary conditions and in the presence of temperature.
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wWEDENIE

iZUˆENIE NELINEJNYH MODELEJ TEORII POLQ W PROSTRANSTWAH NIZKOJ RAZMERNOSTI,
W ˆASTNOSTI σ-, CPN−1-, SUPERSIMMETRIˆNOJ σ-MODELEJ, A TAKVE MODELI gROSSA–
nEWE, IMEET POD SOBOJ SERXEZNYE PRIˆINY I ISTORI@ [1],[2],[3]. s ODNOJ STORO-
NY, ISPOLXZOWANIE MODELEJ TAKOGO RODA (σ-, gROSSA–nEWE MODELI W (2 + 1)-MERNOM

PROSTRANSTWE-WREMENI) WOZMOVNO PRI OPISANII PLANARNYH ANTIFERROMAGNETIKOW,
T.E. WE]ESTW, W KOTORYH NABL@DAETSQ WYSOKOTEMPERATURNAQ SWERHPROWODIMOSTX.

s DRUGOJ STORONY, MNOGIE IZ WY[EPEREˆISLENNYH MODELEJ, WKL@ˆAQ MODELX

gROSSA–nEWE, PERENORMIRUEMY I OBLADA@T RQDOM SWOJSTW, PRISU]IH KWANTOWOJ

HROMODINAMIKE (INSTANTONY, ASIMPTOTIˆESKAQ SWOBODA, DINAMIˆESKOE NARU[ENIE

KIRALXNOJ SIMMETRII I DR.). —TOT ASPEKT DANNYH MODELEJ OPREDELQET INTERES K

NIM FIZIKOW, INTERESU@]IHSQ “LEMENTARNYMI ˆASTICAMI I PROBLEMAMI FIZIKI

WYSOKIH “NERGIJ, W ˆASTNOSTI MODELQMI ADRONOW, POSKOLXKU PRI “TOM WYRABATYWA-
ETSQ INTUICIQ, KOTORU@ TRUDNO POLUˆITX INYMI METODAMI. zAMETIM, ˆTO OSNOWNOJ

AKCENT W ISSLEDOWANII “TIH PROSTEJ[IH TEORETIKO-POLEWYH MODELEJ BYL SDELAN NA

IZUˆENII IH SWOJSTW PRI IZMENENII RAZMERNOSTI PROSTRANSTWA-WREMENI, A TAKVE

RE[ENII PROBLEMY PERENORMIRUEMOSTI [4]. kROME TOGO PROWODILISX ISSLEDOWANIQ

PO UˆETU KONEˆNOJ TEMPERATURY I NEKOTORYH TIPOW WNE[IH POLEJ [4],[5].
wMESTE S TEM SU]ESTWUET E]E ODIN ASPEKT — ISSLEDOWANIE WLIQNIQ TOPOLO-

GII PROSTRANSTWA NA SWOJSTWA MODELEJ TAKOGO RODA (I “TOT FAKT OTMEˆALSQ E]E

W RABOTAH [6], GDE UKAZYWALOSX NA ROLX TOPOLOGII PRI OPISANII QWLENIQ SWERH-
PROWODIMOSTI W CuO SMESQH NA OSNOWE srN−1-MODELEJ). pRI “TOM RASSMOTRENIE

DAVE PROSTEJ[EGO DWUMERNOGO WARIANTA TEORII S RAZLIˆNYMI GRANIˆNYMI USLO-
WIQMI OKAZYWAETSQ WESXMA INTERESNYM S FIZIˆESKOJ TOˆKI ZRENIQ, TAK KAK MY

IMEEM TOPOLOGI@ TORA, A RAZLIˆNYE GRANIˆNYE USLOWIQ LIBO SOOTWETSTWU@T UˆETU

KONEˆNOGO OB˙EMA SISTEMY, LIBO POZWOLQ@T WWESTI TEMPERATURU.
w PREDLAGAEMOJ RABOTE OSNOWNOJ ZADAˆEJ QWLQETSQ OPISANIE OB]EJ PROCEDURY

NAHOVDENIQ TERMODINAMIˆESKOGO I “FFEKTIWNOGO POTENCIALOW, NEOBHODIMYH DLQ

ISSLEDOWANIQ [IROKOGO KLASSA SWOJSTW UPOMQNUTYH WY[E SISTEM, S UˆETOM RAZLIˆ-
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NYH PROSTEJ[IH TOPOLOGIJ PROSTRANSTWA. nA[ PODHOD OSNOWAN NA WYˆISLENII I

ISPOLXZOWANII TEORETIKO-ˆISLOWYH SWOJSTW, WPERWYE POLUˆENNYH W DANNOJ RABOTE,
DZETA-FUNKCII rIMANA–—P[TEJNA, KOTORAQ POZWOLQET UˆITYWATX RAZLIˆNYE TOPO-
LOGII. pRI “TOM W RABOTE PREDSTAWLEN RQD TOˆNYH FUNKCIONALXNAH SOOTNO[ENIJ

DLQ DZETA-FUNKCII, KOTORYE OHWATYWA@T WSE TIPY GRANIˆNYH USLOWIJ. zAMETIM,
ˆTO “TI SOOTNO[ENIQ RASPROSTRANENY NAMI POKA TOLXKO NA DWUMERNU@ RE[ETKU I

DA@T OBOB]ENIE TAKIH HORO[O IZWESTNYH W FIZIKE TWERDOGO TELA SOOTNO[ENIJ, KAK

FORMULY mADELUNGA [7]. wMESTE S TEM OBLASTX WOZMOVNOGO PRILOVENIQ POLUˆENNYH

NAMI REZULXTATOW NE OGRANIˆIWAETSQ “TIM PRIMEROM.
iMEETSQ RQD MODELEJ TEORII POLQ, KOTORYE PRIWODQT K ZADAˆE WYˆISLENIQ DZETA-

FUNKCII OPERATORA gELXMGOLXCA NA PROSTRANSTWE TIPA T n×Rm. w NASTOQ]EJ RA-
BOTE MY TAKVE UDELQEM WNIMANIE RAZRABOTKE METODOW WYˆISLENIQ DZETA-FUNKCII

OPERATORA gELXMGOLXCA NA PROSTRANSTWE T 2×Rλ−2 I PRIMENQEM “TI METODY K IS-
SLEDOWANI@ DWUMERNOJ MODELI gROSSA–nEWE.

oBYˆNO W TEORII POLQ ISPOLXZUETSQ TOT ILI INOJ WARIANT PETLEWOGO RAZLO-
VENIQ. pRI “TOM “ODNOPETLEWOJ” ˆLEN PREDSTAWLQET SOBOJ LOGARIFM REGULQRIZO-
WANNOGO DETERMINANTA OPERATORA KWADRATIˆNOJ FORMY “SWOBODNOGO” LAGRANVIA-
NA. ˜ASTO “TOT OPERATOR QWLQETSQ OPERATOROM gELXMGOLXCA, PO“TOMU WOZNIKAET

ZADAˆA WYˆISLENIQ LOGARIFMA REGULQRIZOWANNOGO DETERMINANTA OPERATORA gELXM-
GOLXCA. kAK IZWESTNO, WYˆISLENIE I REGULQRIZACI@ UDOBNO PROIZWODITX, ISPOLXZUQ

DZETA-FUNKCI@ SOOTWETSTWU@]EGO OPERATORA.
pOMIMO UVE UPOMQNUTOJ MODELI gROSSA–nEWE, MOVNO PRIWESTI DRUGIE PRIMERY,

PRIWODQ]IE K ZADAˆE WYˆISLENIQ DZETA-FUNKCII OPERATORA gELXMGOLXCA. sREDI NIH

NAZOWEM “FFEKT kAZIMIRA PRI KONEˆNOJ TEMPERATURE [8], TOPOLOGIˆESKOE NARU[ENIE

SIMMETRII I TOPOLOGIˆESKU@ GENERACI@ MASSY [9], TOPOLOGIˆESKU@ GENERACI@ ˆLE-
NA ˜ERNA–sAJMONSA W TREHMERNYH KALIBROWOˆNYH TEORIQH [10], MODELI KWANTOWOJ

GRAWITACII W PROSTRANSTWAH S TOPOLOGIEJ TORA [11].

1. —FFEKTIWNYJ POTENCIAL I DZETA-FUNKCIQ

w “TOM RAZDELE IZLOVIM SWQZX “FFEKTIWNOGO POTENCIALA S DZETA-FUNKCIEJ.
pUSTX A — OPERATOR c POLOVITELXNO OPREDELENNYMI SOBSTWENNYMI ZNAˆENIQ-

MI, λn — EGO SOBSTWENNYE ZNAˆENIQ. —FFEKTIWNYM POTENCIALOM BUDEM NAZYWATX

WYRAVENIE

VA =
∑
n

lnλn.

kONEˆNO, ˆASTO TAKOE WYRAVENIE RASHODITSQ, PO“TOMU POD “FFEKTIWNYM POTENCI-
ALOM PONIMAETSQ NEKOTORAQ EGO REGULQRIZACIQ. eE UDOBNO PROIZWESTI, WWEDQ DZETA-
FUNKCI@ OPERATORA A:

ζA(s) =
∑
n

λ−sn .

eSLI λn DOSTATOˆNO BYSTRO STREMQTSQ K BESKONEˆNOSTI S ROSTOM n (NAPRIMER, DLQ

OPERATORA gELXMGOLXCA λn ∼ n2), TO PRI DOSTATOˆNO BOLX[OJ Re s RQD SHODITSQ.
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uˆITYWAQ FORMULU (ax)′ = ax ln a, BUDEM PONIMATX RASHODQ]EESQ WYRAVENIE DLQ VA
KAK PREDEL PRI s→ 0 PROIZWODNOJ OT ζA(s):

VA = −ζ ′A(0).

w KWANTOWOJ GRAWITACII “TA FORMULA SLUVIT OSNOWOJ METODA REGULQRIZACII PRI

POMO]I DZETA-FUNKCII. pOSKOLXKU PRI s = 0 RQD DLQ DZETA-FUNKCII ZAWEDOMO

RASHODITSQ, MY STALKIWAEMSQ ZDESX S PRIMEROM TAK NAZYWAEMOJ ANALITIˆESKOJ

REGULQRIZACII. w OTLIˆIE OT REGULQRIZACII, SKAVEM, pAULI–wILLARSA, KOGDA RE-
GULQRIZOWANNOE WYRAVENIE OPREDELENO PRI WSEH ZNAˆENIQH REGULQTORA M , A PRI

M → ∞ RASHODITSQ, PRI NA[EJ REGULQRIZACII DZETA-FUNKCIQ OPREDELENA TOLXKO

DLQ s S DOSTATOˆNO BOLX[OJ WE]ESTWENNOJ ˆASTX@, TO ESTX NAˆINAET RASHODITXSQ

ZADOLGO DO s = 0. pO“TOMU SU]ESTWENNU@ ROLX IGRAET ANALITIˆESKOE PRODOLVENIE

DZETA-FUNKCII.
sLEDUET OTMETITX OTLIˆIE NA[EGO PODHODA OT PODHODOW DRUGIH AWTOROW, W ˆAST-

NOSTI [11],[12]. s SAMOGO NAˆALA MY OBSUVDAEM TOLXKO PROSTEJ[U@ DZETA-FUNKCI@,
SOOTWETSTWU@]U@ OPERATORU lAPLASA NA DWUMERNOM TORE, — DZETA-FUNKCI@ —P-
[TEJNA

Z(a, b; s) =
+∞∑

m, n = −∞
(m, n) �= (0, 0)

(a2n2 + b2m2)−s,

WYRAVAQ ˆEREZ NEE “FFEKTIWNYJ POTENCIAL OPERATORA gELXMGOLXCA S POMO]X@ IN-
TEGRALXNOGO PREOBRAZOWANIQ I UˆITYWAQ RAZLIˆNYE (PERIODIˆESKIE I ANTIPERIODI-
ˆESKIE) GRANIˆNYE USLOWIQ KOMBINIROWANIEM DZETA-FUNKCIJ OT RAZNYH PARAMETROW.
aWTOR RABOT [11],[12] IZNAˆALXNO RASSMATRIWAET OB]IJ SLUˆAJ OPERATORA gELXM-
GOLXCA S PROIZWOLXNYMI GRANIˆNYMI USLOWIQMI, ˆTO DELAET FORMULY GROMOZDKIMI

I PRAKTIˆESKI NE POZWOLQET PRODWINUTXSQ W IH ANALIZE. nAM UDALOSX SU]ESTWENNO

PRODWINUTXSQ W WYˆISLENII ˆASTNYH ZNAˆENIJ DZETA-FUNKCII —P[TEJNA. nAIBOLEE

IZWESTNYM PODOBNYM REZULXTATOM QWLQETSQ MADELUNGOWSKAQ SUMMA

∑
(m,n) �=(0,0)

(m2 + n2)−s = 4ζ(s)β(s),

GDE β(s) =
∑∞
n=1(−1)n(2n+1)−s . (w “TOJ FORMULE I WS@DU NIVE PODRAZUMEWAETSQ, ˆTO

−∞ < m, n < +∞.) pO“TOMU OBLASTX PRIMENENIQ NAJDENNYH FORMUL DLQ ˆASTNYH

ZNAˆENIJ DZETA-FUNKCII —P[TEJNA NE OGRANIˆIWAETSQ TEORIEJ POLQ NA TORE, ONI

MOGUT OKAZATXSQ POLEZNY W DRUGIH MODELQH, W ˆASTNOSTI, W FIZIKE TWERDOGO TELA.
dALXNEJ[EE IZLOVENIE STROITSQ SLEDU@]IM OBRAZOM. w RAZDELE 2 PODROBNO WY-

ˆISLQETSQ “FFEKTIWNYJ POTENCIAL OPERATORA gELXMGOLXCA NA CILINDRE S1×Rλ−1.
rEZULXTATY “TOGO WYˆISLENIQ W RQDE SLUˆAEW BYLI RANEE POLUˆENY NEKOTORYMI

AWTORAMI INYMI SPOSOBAMI. cELX RAZDELA 2 — NA PROSTOM PRIMERE IZLOVITX PRI-
EMY, KOTORYE NEPOSREDSTWENNO PERENOSQTSQ NA BOLEE SLOVNYJ SLUˆAJ W RAZDELE 3.
tAM MY RASSMATRIWAEM OPERATOR gELXMGOLXCA NA TORE T 2×Rλ−2 I POKAZYWAEM, ˆTO
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WYˆISLENIE “FFEKTIWNOGO POTENCIALA W SLUˆAQH PERIODIˆESKIH I ANTIPERIODIˆE-
SKIH GRANIˆNYH USLOWIJ SWODITSQ K IZUˆENI@ DZETA-FUNKCII —P[TEJNA. w RAZDE-
LE 4 PROIZWODITSQ ANALITIˆESKOE PRODOLVENIE DZETA-FUNKCII —P[TEJNA SPOSOBOM,
ANALOGIˆNYM PRODOLVENI@ DZETA-FUNKCII rIMANA. —TO PRIWODIT NAS K FUNKCIO-
NALXNOMU URAWNENI@ I POZWOLQET SRAZU WYˆISLITX RQD ˆASTNYH ZNAˆENIJ DZETA-
FUNKCII. oDNAKO U POLUˆENNOJ W RAZDELE 4 FORMULY ANALITIˆESKOGO PRODOLVENIQ

ESTX NEDOSTATOK — ONA QWNO SIMMETRIˆNA PO a I b, ˆTO ZATRUDNQET POSTROENIE

ASIMPTOTIKI a� b. pO“TOMU W RAZDELE 5 MY STROIM DRUGOE ANALITIˆESKOE PRODOL-
VENIE DZETA-FUNKCII —P[TEJNA, KOTOROE DAET UDOBNU@ ASIMPTOTIˆESKU@ FORMULU

PRI a� b. w RAZDELE 6 MY PRIWODIM FORMULY DLQ ˆASTNYH ZNAˆENIJ DZETA-FUNKCII

—P[TEJNA PRI NEKOTORYH SOOTNO[ENIQH MEVDU a I b. oSNOWNOJ IDEEJ QWLQETSQ FAK-
TORIZACIQ DWUKRATNOGO RQDA, WHODQ]EGO W OPREDELENIE DZETA-FUNKCII —P[TEJNA,
TAK ˆTO ONA W OSNOWNOM PREDSTAWLQETSQ W WIDE PROIZWEDENIQ OBYˆNOJ DZETA-FUNKCII

rIMANA NA TAK NAZYWAEMYE L-FUNKCII dIRIHLE. fORMULY PODOBNOGO RODA WESXMA

SPECIFIˆNY, I WOZMOVNOSTX FAKTORIZACII DWUKRATNOGO RQDA SWQZANA S TONKIMI

ARIFMETIˆESKIMI SWOJSTWAMI KONKRETNYH ˆISEL. wPOLNE WEROQTNO, ˆTO ˆISLO TA-
KIH FORMUL WOOB]E KONEˆNO. w RAZDELE 7 PRIWEDENY FUNKCIONALXNYE URAWNENIQ

DLQ L-FUNKCIJ dIRIHLE. oNI POZWOLQ@T WYPOLNQTX NEOBHODIMOE ANALITIˆESKOE

PRODOLVENIE “TIH FUNKCIJ. nAKONEC, W RAZDELE 8 MY PRIMENQEM RAZWITYE METODY

K ISSLEDOWANI@ MODELI gROSSA–nEWE NA TORE. pRIMENENNYE NAMI METODY POZWOLILI

PROWESTI POLNYJ ANALIZ URAWNENIQ STACIONARNOSTI I POSTROITX FAZOWYJ PORTRET

SISTEMY PRI RAZLIˆNYH TIPAH GRANIˆNYH USLOWIJ.

2. oPERATOR gELXMGOLXCA −∆ +m2 NA CILINDRE S1×Rλ−1

rASSMOTRIM ““FFEKTIWNYJ POTENCIAL” OPERATORA gELXMGOLXCA NA CILINDRE:

Ω =
∫

dλ−1k

(2π)λ−1
a

2π

+∞∑
n=−∞

ln[k2 + a2(n+ α)2 +m2]. (1)

(sLUˆAJ α = 0 SOOTWETSTWUET PERIODIˆESKIM, A α = 1/2 — ANTIPERIODIˆESKIM

GRANIˆNYM USLOWIQM.) pERWYM DELOM REGULQRIZUEM “TO WYRAVENIE. rASSMOTRIM

Ω(s) =
∫

dλ−1k

(2π)λ−1
a

2π

+∞∑
n=−∞

(
k2 + a2(n+ α)2 +m2

µ2

)−s
. (2)

pRI Re s > λ/2 INTEGRAL I RQD SHODQTSQ. uˆITYWAQ FORMULU (ax)′ = ax ln a, BUDEM

PONIMATX RASHODQ]EESQ WYRAVENIE (1) KAK PREDEL PRI s→ 0 PROIZWODNOJ OT (2):

Ω = −Ω′(s)|s=0. (3)

dLQ WYˆISLENIQ Ω(s) PREVDE WSEGO ISPOLXZUEM PREDSTAWLENIE –WINGERA

a−sΓ(s) =
∫ ∞
0

ts−1e−atdt. (4)
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tOGDA (2) PRIMET WID

Ω(s) =
µ2s

Γ(s)

∫
dλ−1k

(2π)λ−1
a

2π

+∞∑
n=−∞

∫ ∞
0

ts−1e−(k
2+a2(n+α)2+m2)tdt. (5)

tEPERX MENQEM MESTAMI INTEGRIROWANIE PO k I SUMMIROWANIE PO n S INTEGRIROWA-
NIEM PO t, POSLE ˆEGO INTEGRAL PO IMPULXSAM WYˆISLQETSQ, RQD VE PERESUMMIRUEM

PO pUASSONU:

Ω(s) =
mλ

(4π)λ/2

(
µ

m

)2s Γ(s− λ/2)

Γ(s)
+

+
µ2s

Γ(s)

∫ ∞
0

ts−1(4πt)−λ/22

( ∞∑
n=1

e−π
2n2/ta2 cos(2πnα)

)
e−m

2tdt. (6)

dLQ DALXNEJ[EGO PRODWIVENIQ PREDSTAWIM SUMMU W WIDE OBRATNOGO MELLINOWSKOGO

OBRAZA:
∞∑
n=1

e−π
2n2/ta2 cos(2πnα) =

1

2πi

∫
C
Γ(ν)

( ∞∑
n=1

cos(2πnα)

n2ν

)(
π

a

)−2ν
dν, (7)

GDE KONTUR C — PRQMAQ, PARALLELXNAQ MNIMOJ OSI I LEVA]AQ SPRAWA OT OSOBENNO-
STEJ PODYNTEGRALXNOGO WYRAVENIQ. pOSLE PODSTANOWKI INTEGRAL PO t WYˆISLQETSQ,
I MY NAHODIM

Ω(s) =
mλ

(4π)λ/2

(
µ

m

)2s Γ(s− λ/2)

Γ(s)
+ (8)

+
mλ

(4π)λ/2

(
µ

m

)2s 2

Γ(s)

1

2πi

∫
C
Γ(ν)Γ(ν + s − λ/2)

( ∞∑
n=1

cos(2πnα)

n2ν

)(
πm

a

)−2ν
dν.

oBOZNAˆIM PROIZWODNU@ PO s OT PERWOGO SLAGAEMOGO W (8) PRI s = 0 KAK Ω1. oNA

WYˆISLQETSQ PO-RAZNOMU, W ZAWISIMOSTI OT TOGO, QWLQETSQ λ ˆETNYM ILI NEˆETNYM:

Ω1 =



− (−1)n

n!
m2n

(4π)n

(
ψ(n+ 1) + γ + ln µ

2

m2

)
, PRI λ = 2n,

− m2n+1

(4π)n+1/2
Γ(−n − 1/2), PRI λ = 2n + 1.

(9)

pROIZWODNAQ PO s OT WTOROGO SLAGAEMOGO W (8) PRI s = 0 RAWNA Ω2:

Ω2 = −
mλ

(4π)λ/2
2

2πi

∫
C
Γ(ν)Γ(ν − λ/2)

( ∞∑
n=1

cos(2πn

n2ν

)(
πm

a

)−2ν
dν. (10)

w TAKOM WIDE “FFEKTIWNYJ POTENCIAL BYL PREDSTAWLEN W RABOTAH [14,15]. dALX-
NEJ[EE EGO WYˆISLENIE PROIZWODITSQ PRI POMO]I TEOREMY O WYˆETAH. rEZULXTAT

IMEET HARAKTER RAZLOVENIQ PO STEPENQM m/a.
sTOQ]IJ ZDESX RQD W SLUˆAQH α = 0 I α = 1/2 SOOTWETSTWENNO RAWEN

∞∑
n=1

n−2ν = ζ(2ν),
∞∑
n=1

(−1)n
n2ν

= (21−2ν − 1)ζ(2ν). (11)

w OB]EM SLUˆAE

∞∑
n=1

cos(2πnα)

ns
=

(2π)s

4Γ(s) cos(πs/2)
[ζ(1− s, α) + ζ(1− s, 1− α)] (12)
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3. oPERATOR gELXMGOLXCA −∆+m2 NA TORE T 2×Rλ−2

aNALOGIˆNYM OBRAZOM MOVET BYTX POLUˆENO SLEDU@]EE WYRAVENIE DLQ ““FFEK-
TIWNOGO POTENCIALA” OPERATORA gELXMGOLXCA NA TORE:

Ω(s) =
∫ dλ−2k

(2π)λ−2
ab

(2π)2

+∞∑
n,l=−∞

(
k2 + a2(n+2 +b2(l + β)2 +m2

µ2

)−s
=

=
mλ

(4π)λ/2

(
µ

m

)2s Γ(s− λ/2)

Γ(s)
+

mλ

(4π)λ/2

(
µ

m

)2s 1

Γ(s)

1

2πi
× (13)

×
∫
C
Γ(ν)Γ(ν + s− λ/2)


 ∑
(l,n) �=(0,0)

cos(2πnα) cos(2πlβ)

(n2/a2 + l2/b2)ν


 (πm)−2νdν.

pROIZWODNAQ PO s OT PERWOGO SLAGAEMOGO W (13) UVE OBSUVDALASX POSLE FORMULY

(8), A PROIZWODNAQ OT WTOROGO PRI s = 0 IMEET WID

Ω2 = −
mλ

(4π)λ/2
1

2πi

∫
C
Γ(ν)Γ(ν − λ/2)×

×

 ∑
(l,n) �=(0,0)

cos(2πnα) cos(2πlβ)

(n2/a2 + l2/b2)ν


 (πm)−2νdν. (14)

w SLUˆAE α = 0, β = 0 STOQ]AQ W FORMULE SUMMA NAZYWAETSQ DZETA-FUNKCIEJ

—P[TEJNA:
Z(a, b; s) =

∑
(m,n) �=(0,0)

(a2n2 + b2m2)−s. (15)

w SLUˆAQH α = 1/2, β = 0 I α = 1/2, β = 1/2 SUMMA TAKVE SWODITSQ K Z-FUNKCII:

∑
(l,n) �=(0,0)

(−1)n
(a2n2 + b2l2)ν

= 2Z(2a, b; ν)− Z(a, b; ν), (15a)

∑
(l,n) �=(0,0)

(−1)l+n
(a2n2 + b2l2)ν

= Z(a, b; ν)− 2[Z(2a, b; ν) + +Z(a, 2b; ν)]+

+4Z(2a, 2b; ν) = (1 + 22−2ν)Z(a, b; ν)− 2[Z(2a, b; ν) + Z(a, 2b; ν)] (15B)

tEPERX MY SKONCENTRIRUEMSQ NA TREH ˆASTNYH SLUˆAQH: POLNOSTX@ PERIODIˆESKIH

GRANIˆNYH USLOWIQH, POLNOSTX@ ANTIPERIODIˆESKIH I SME[ANNYH. kAK WIDNO, DLQ

DALXNEJ[IH WYˆISLENIJ W FORMULE (14) NEOBHODIMO ZNATX ANALITIˆESKIE SWOJSTWA

I ˆASTNYE ZNAˆENIQ DZETA-FUNKCII —P[TEJNA.
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4. aNALITIˆESKOE PRODOLVENIE Z(a, b; s)

oSNOWNOJ NA[EJ CELX@ W “TOM RAZDELE BUDET ANALITIˆESKOE PRODOLVENIE DZETA-
FUNKCII —P[TEJNA Z(a, b; s). mY WOSPOLXZUEMSQ PRIEMOM, ANALOGIˆNYM TOMU, KO-
TORYJ ISPOLXZOWAL rIMAN DLQ SWOEJ DZETA-FUNKCII. —TO PRIWEDET NAS, WO-PERWYH,
K FUNKCIONALXNOMU URAWNENI@ DLQ Z(a, b; s), ANALOGIˆNOMU RIMANOWSKOMU, A WO-
WTORYH, K FORMULE DLQ WYˆISLENIQ Z(a, b; s) PRI L@BYH s �= 1.

wYPOLNIM SNAˆALA NEKOTORYE PRIGOTOWLENIQ. wWEDEM FUNKCI@

ω(x) =
+∞∑
n=−∞

e−πn
2x. (16)

iSPOLXZUQ PERESUMMIROWANIE pUASSONA, UBEVDAEMSQ, ˆTO ONA IMEET SWOJSTWO

ω(1/x) = x1/2ω(x). (17)

nAM PONADOBITSQ TAKVE FUNKCIQ

θ(x) =
∞∑
n=1

e−πn
2x. (18)

oˆEWIDNO, ˆTO 2θ(x) + 1 = ω(x).
bUDEM WYˆISLQTX (ab/π)sΓ(s)Z(a, b; s). s POMO]X@ FORMULY (4) NAJDEM(

ab

π

)s
Γ(s)Z(a, b; s) =

(
ab

π

)s ∫ ∞
0

∑
(m,n) �=(0,0)

e−x(a
2n2+b2m2)xs−1dx. (19)

sOWER[IM MAS[TABNOE PREOBRAZOWANIE x = πt/ab. tOGDA(
ab

π

)s
Γ(s)Z(a, b; s) =

∫ ∞
0

∑
(m,n) �=(0,0)

e
−πt

(
a
b
n2+ b

a
m2

)
ts−1dt. (20)

eSLI TEPERX W SUMMU (20) DOBAWITX ˆLEN S n = 0, m = 0, TO ONA RASPADETSQ NA

PROIZWEDENIE ω-FUNKCIJ:(
ab

π

)s
Γ(s)Z(a, b; s) =

∫ ∞
0

(
ω

(
ta

b

)
ω

(
tb

a

)
− 1

)
ts−1dt. (21)

wSPOMINAQ SWOJSTWO (17) ω-FUNKCII, NAJDEM SLEDU@]EE SOOTNO[ENIE DLQ FUNKCII

f(a, b; t) = ω(ta/b)ω(tb/a)− 1 :

f(a, b; t) =
1

t

[
f

(
a, b;

1

t

)
+ 1

]
− 1. (22)

rAZBIWAEM TEPERX INTEGRAL PO INTERWALU [0,∞) NA INTEGRALY PO OTREZKU [0, 1] I

INTERWALU [1,∞) I DELAEM W PERWOM IZ NIH ZAMENU f(a, b; t) PO PRIWEDENNOJ FORMULE.
pOLUˆAEM(

ab

π

)s
Γ(s)Z(a, b; s) =

1

s− 1 −
1

s
+

∫ 1
0

f(a, b; 1/t)ts−2dt+
∫ ∞
1

f(a, b; t)ts−1dt. (23)
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tEPERX W PERWOM INTEGRALE MENQEM PEREMENNU@ INTEGRIROWANIQ t→ 1/t :
(

ab

π

)s
Γ(s)Z(a, b; s) =

1

s− 1 −
1

s
+

∫ ∞
1

f(a, b; t)t−sdt+
∫ ∞
1

f(a, b; t)ts−1dt. (24)

oB˙EDINQQ OBA INTEGRALA I WYRAVAQ REZULXTAT ˆEREZ θ-FUNKCII, OKONˆATELXNO

NAJDEM (
ab

π

)s
Γ(s)Z(a, b; s) =

1

s(s− 1) + (25)

+
∫ ∞
1

(
2θ

(
ta

b

)
+ 2θ

(
tb

a

)
+ 4θ

(
ta

b

)
θ

(
tb

a

))
(ts + t1−s)

dt

t
.

iNTEGRALY W PRAWOJ ˆASTI SHODQTSQ PRI L@BOM s, TAKIM OBRAZOM, MY POLUˆILI

ANALITIˆESKOE PRODOLVENIE FUNKCII Z(a, b; s). wIDNO, ˆTO EDINSTWENNOJ OSOBOJ

TOˆKOJ Z(a, b; s) QWLQETSQ s = 1, W KOTOROJ ONA IMEET POL@S PERWOGO PORQDKA.
zAMETIM, ˆTO PRAWAQ ˆASTX SIMMETRIˆNA OTNOSITELXNO ZAMENY s→ 1− s, PO“TOMU

IMEET MESTO FUNKCIONALXNOE URAWNENIE

(
ab

π

)s
Γ(s)Z(a, b; s) =

(
ab

π

)1−s
Γ(1− s)Z(a, b; 1− s). (26)

pRIWEDEM W ZAKL@ˆENIE NESKOLXKO SRAZU OˆEWIDNYH ˆASTNYH ZNAˆENIJ:

Z(a, b; 0) = −1, Ress=1Z(a, b; s) =
π

ab
, Z(a, b;−k) = 0, k = 1, 2 . . . (27)

5. fORMULA ANALITIˆESKOGO PRODOLVENIQ

DLQ ASIMPTOTIKI a� b

w PREDYDU]EM RAZDELE MY POLUˆILI FORMULU ANALITIˆESKOGO PRODOLVENIQ DLQ

Z-FUNKCII. dLQ WYˆISLENIQ ˆASTNYH ZNAˆENIJ ONA NE OˆENX UDOBNA, TAK KAK, WO-
PERWYH, SODERVIT INTEGRALY S θ-FUNKCIQMI, A WO-WTORYH, QWNO SIMMETRIˆNA PO a
I b. nE NADEQSX POLUˆITX TOˆNOE ANALITIˆESKOE WYRAVENIE PO a I b, MY DOLVNY

STREMITXSQ NAJTI HOTQ BY RAZLOVENIE PRI a � b. pO“TOMU WERNEMSQ NAZAD I

POLUˆIM E]E ODNO ANALITIˆESKOE PRODOLVENIE DLQ Z-FUNKCII, KOTOROE OKAVETSQ

NESIMMETRIˆNYM PO a I b I BUDET DAWATX BYSTRO SHODQ]IJSQ RQD DLQ Z PRI a� b.
mY NAˆNEM S FORMULY (20) PREDYDU]EGO RAZDELA, W KOTOROJ SUMMIROWANIE PO m

RAZDELIM NA DWE ˆASTI, WYDELIW ˆLEN S m = 0:

(
ab

π

)s
Γ(s)Z(a, b; s) =

∫ ∞
0
2
∞∑
n=1

exp
(
−πt

a

b
n2

)
dt+ (28)

+
∫ ∞
0
2
∞∑
m=1

+∞∑
n=−∞

exp

(
−πt

(a

b
n2 +

b

a
m2

))
ts−1dt.
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iNTEGRAL OT PERWOJ SUMMY SRAZU WYˆISLQETSQ

(
ab

π

)s
Γ(s)Z(a, b; s) = 2

(
a

b

)−s
[π−sΓ(s)ζ(2s)] +

+
∫ ∞
0
2
∞∑
m=1

+∞∑
n=−∞

exp

(
−πt

(a

b
n2 +

b

a
m2

))
ts−1dt. (29)

rQD PO n PERESUMMIRUEM PO pUASSONU:

(
ab

π

)s
Γ(s)Z(a, b; s) = 2

(
a

b

)−s
[π−sΓ(s)ζ(2s)] +

+
∫ ∞
0
2

√
b

at

∞∑
m=1

+∞∑
n=−∞

exp

(
−πb

ta
n2 − πt

b

a
m2

)
ts−1dt. (30)

tEPERX UVE W SUMME PO n WYDELQEM SLAGAEMOE S n = 0:

(
ab

π

)s
Γ(s)Z(a, b; s) = 2

(
a

b

)−s
[π−sΓ(s)ζ(2s)] +

+2
(

a

b

)s−1
[π−s+1/2Γ(s− 1/2)ζ(2s − 1)] +

+ 4

√
b

a

∫ ∞
0

∞∑
m,n=1

exp

(
−πb

ta
n2 − πt

b

a
m2

)
ts−3/2dt. (31)

oSTAW[IJSQ INTEGRAL SWODITSQ K FUNKCII mAKDONALXDA

(
ab

π

)s
Γ(s)Z(a, b; s) = 2

(
a

b

)−s
[π−sΓ(s)ζ(2s)] +

+2
(

a

b

)s−1
[π−s+1/2Γ(s− 1/2)ζ(2s − 1)] +

+ 8

√
b

a

∞∑
m,n=1

(
n

m

)s−1/2
Ks−1/2

(
2πmn

b

a

)
. (32)

rQD SHODITSQ (I DOSTATOˆNO BYSTRO) PRI L@BYH s, TAK ˆTO MY IMEEM ANALITIˆE-
SKOE PRODOLVENIE Z-FUNKCII. iSPOLXZUQ FUNKCIONALXNOE URAWNENIE DLQ ζ-FUNKCII,
MOVNO PEREPISATX “TU FORMULU W WIDE

(
ab

π

)s
Γ(s)Z(a, b; s) = 2

(
a

b

)−s
[π−sΓ(s)ζ(2s)] +

+2
(

a

b

)s−1
[πs−1Γ(1− s)ζ(2− 2s)] +

9



+ 8

√
b

a

∞∑
m,n=1

(
n

m

)s−1/2
Ks−1/2

(
2πmn

b

a

)
. (33)

tEPERX OˆEWIDNO, ˆTO PRAWAQ ˆASTX SIMMETRIˆNA OTNOSITELXNO ZAMENY s → 1 − s,
PO“TOMU MY OPQTX POLUˆAEM FUNKCIONALXNOE URAWNENIE (26).

oˆEWIDNO, ˆTO W SLUˆAE a � b PERWYE DWA ˆLENA SPRAWA DA@T STEPENNU@ I

(WOZMOVNO) LOGARIFMIˆESKU@ ASIMPTOTIKU PO a/b, SUMMA VE DAET WKLAD, PROPOR-
CIONALXNYJ exp(−2πb/a).

dLQ s = 0 DWOJNAQ SUMMA W (33) SUMMA MOVET BYTX SWEDENA K ODNOKRATNOJ,
PO“TOMU

Z ′(a, b; 0) =
πb

3a
+ ln

a2

4π2
+ I(b/a), (34)

GDE FUNKCIQ I MOVET BYTX ZAPISANA W DWUH FORMAH:

I(x) = −4
∞∑
n=1

ln(1− e−2πnx) = 4
∞∑
n=1

1

n

1

exp(2πnx)− 1 . (35)

dRUGOJ WARIANT ODNOKRATNOJ SUMMY POLUˆAETSQ, ESLI PREDSTAWITX SUMMU FUNKCIJ

mAKDONALXDA W WIDE

8

√
b

a

∞∑
m,n=1

(
n

m

)s−1/2
Ks−1/2

(
2πmn

b

a

)
=

= 8

√
b

a

∞∑
l=1

l−s+1/2Ks−1/2

(
2πl

b

a

)
∑
d|l

d2s−1


 .

(sIMWOL d|l OZNAˆAET, ˆTO d QWLQETSQ DELITELEM ˆISLA l I TOLXKO PO TAKIM ZNAˆE-
NIQM d WEDETSQ SUMMIROWANIE W “TOJ FORMULE.) wNUTRENNQQ SUMMA KONEˆNA I DLQ

NEBOLX[IH l WYˆISLQETSQ WRUˆNU@, NAPRIMER:

I(x) = 4
(
e−2πx +

3

2
e−4πx +

4

3
e−6πx + . . .

)
.

zAMETIM E]E, ˆTO, POSKOLXKU DZETA-FUNKCIQ —P[TEJNA SIMMETRIˆNA PO a I b,
FUNKCIQ I(x) TAKVE OBLADAET NEKOTORYM SWOJSTWOM SIMMETRII:

I(x) =
π

3x
− πx

3
+ 2 ln x+ I(1/x).

6. ˜ASTNYE ZNAˆENIQ DZETA-FUNKCII —P[TEJNA

iZ INTEGRALXNOGO PREDSTAWLENIQ DLQ “FFEKTIWNOGO POTENCIALA OPERATORA gELX-
MGOLXCA NA TORE T 2 × Rλ−2 SLEDUET, ˆTO MY DOLVNY IZUˆITX ANALITIˆESKIE I

TEORETIKO-ˆISLOWYE SWOJSTWA SLEDU@]EJ FUNKCII:

Z(a, b;µ, ν; s) =
∑

(m,n) �=(0,0)
(a2n2 + b2m2)−s cos(2πµn) cos(2πνm),
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ˆEREZ KOTORU@ WYRAVAETSQ “FFEKTIWNYJ POTENCIAL (SO SPEKTROM WIDA k2+(a2(n+
µ)2 + b2(m + ν)2). zAMETIM, ˆTO SLUˆAI µ = 0, ν = 1/2; µ = 1/2, ν = 0; µ = 1/2,
ν = 1/2 MOGUT BYTX SWEDENY K IZUˆENI@ SLUˆAEW µ = ν = 0 S IZMENENIEM MAS[TABA

WELIˆIN a I b. s UˆETOM SKAZANNOGO MY ISSLEDUEM SWOJSTWA FUNKCII WIDA

Z(a, b; s) = Z(a, b; 0, 0; s) =
∑

(m,n) �=(0,0)
(a2n2 + b2m2)−s.

wELIˆINY a I b MOVNO SWQZATX S PERIODAMI DWUMERNOJ RE[ETKI, NA KOTOROJ OPRE-
DELENA FUNKCIQ Z(a, b; s). w TEORII IZWESTNY NEKOTORYE ˆASTNYE SOOTNO[ENIQ DLQ

FUNKCII Z(a, b; s), NAPRIMER, PRI a = b “TO — TAK NAZYWAEMYE MADELUNGOWSKIE SUM-
MY. w NASTOQ]EM RAZDELE MY POSTAWIM ZADAˆU O WOZMOVNOM PEREˆISLENII PERIODOW

a I b, PRI KOTORYH SU]ESTWU@T SOOTNO[ENIQ ANALITIˆESKOGO TIPA. nAHOVDENIE

SOOTNO[ENIJ TAKOGO RODA MOVET OKAZATXSQ POLEZNYM DLQ FIZIKI KRISTALLOW, A

TAKVE WOZMOVNO POZWOLIT POLUˆITX RQD PROSTYH REZULXTATOW DLQ “FFEKTIWNO-
GO POTENCIALA W NEKOTORYH REPERNYH TOˆKAH, S KOTORYMI WOZMOVNO SRAWNIWATX

ASIMPTOTIˆESKIE REZULXTATY.
sLEDUET UKAZATX, ˆTO BOLEE PROSTOE WYRAVENIE DLQ FUNKCII Z(a, b; s) S NATU-

RALXNYMI a2, b2 MOVET BYTX POLUˆENO LI[X W TOM SLUˆAE, KOGDA EE PREDSTAWLENIE

W WIDE

Z(a, b; s) =
∑

(m,n) �=(0,0)
(a2n2 + b2m2)−s =

∑
n1∈N

rf(n1)n
−s
1

(GDE rf (n1) ≡ ra2,b2(n1) ≡ r(n1, a
2, b2) — KOLIˆESTWO PREDSTAWLENIJ NATURALXNOGO

ˆISLA n1 KWADRATIˆNOJ FORMOJ f = a2x2 + b2y2 PRI CELYH ZNAˆENIQH x, y) PRI

USLOWII FAKTORIZACII rf (n1) POZWOLQET PROWESTI ODNO IZ SUMMIROWANIJ (PO n ILI

PO m), PRIWODQ]EE K PROIZWEDENI@ IZWESTNYH TEORETIKO-ˆISLOWYH FUNKCIJ DZETA-
FUNKCII, L-FUNKCIJ dIRIHLE I “LEMENTARNYH. tAKIM OBRAZOM, ZADAˆA, K KOTOROJ

MY PRI[LI — ISSLEDOWANIE BINARNOJ DIAGONALXNOJ KWADRATIˆNOJ FORMY WIDA

f(n, m) = an2 + bm2, A TOˆNEE — NAHOVDENIE WSEH TAKIH FORM S NATURALXNYMI

a, b, U KOTORYH WOZMOVNA FAKTORIZACIQ FUNKCII rf (n). pOSKOLXKU W LITERATURE

OTSUTSTWU@T UTWERVDENIQ OTNOSITELXNO SWOJSTW KONKRETNYH FORM, MY PRIWEDEM

IH I RASSMOTRIM RQD KONKRETNYH PRIMEROW, POLEZNYH DLQ PRILOVENIJ.
rE[ENIE ZADAˆI MOVNO SFORMULIROWATX SLEDU@]IM OBRAZOM.
tEOREMA. pUSTX ZADANA FORMA f(n, m) = an2+bm2, GDE a I b — WZAIMNO PROSTYE

NATURALXNYE ˆISLA, b NEˆETNO, d = −4ab — DISKRIMINANT FORMY, ∆ = ab — EE

STUPENX. pREDPOLOVIM, ˆTO ∆ PRINIMAET ODNO IZ [ESTIDESQTI PQTI UDOBNYH ˆISEL

—JLERA, TO ESTX {∆ = 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9, 10, 12, 13, 15, 16, 18, 21, 22, 24, 25,
28, 30, 33, 37, 40, 42, 45, 48, 57, 58, 60, 70, 72, 78, 85, 93, 102, 105, 112, 120, 133,
165, 168, 177, 190, 210, 232, 240, 253, 273, 280, 312, 330, 345, 357, 385, 408, 462, 520,
760, 840, 1320, 1365, 1848}.

tOGDA PRI ∆ �= 1 ˆISLO rf (n1) = r(n1, a, b) WYˆISLQETSQ PO SLEDU@]EJ FORMULE:

r(n1, a, b) = 2−vχ2


∏
p|∆

χp





∑
d|u

(
−∆
d

)
 . (36)
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zDESX t — ˆISLO PROSTYH DELITELEJ ∆, p — NEˆETNOE PROSTOE ˆISLO,

v =
{

t, ESLI ∆ ≡ 1 (mod 4) ILI ∆ ≡ 0 (mod 8),
t− 1− W PROTIWNOM SLUˆAE,

u =
∏

p|n1, p-2∆
pβ ,

GDE pβ ‖ n1, TO ESTX pβ — NAIBOLX[AQ STEPENX p, QWLQ@]AQSQ DELITELEM n1, A

u — ˆASTX ˆISLA n1, WZAIMNO PROSTAQ S 2∆. kROME TOGO W “TOM WYRAVENII SIMWOL

p � 2∆ OZNAˆAET, ˆTO p NE QWLQETSQ DELITELEM ˆISLA 2∆. pUSTX n1 = 2
α
(∏
p|∆ pβ

)
k,

∆ = 2γ
(∏
p p
l
)
. sIMWOL

(
−∆
d

)
, GDE d — NEˆETNOE ˆISLO, OZNAˆAET OBOB]ENNYJ SIMWOL

qKOBI [13].
iTAK, W FORMULE (36) OPREDELENY WSE WELIˆINY, KROME χp I χ2, WYˆISLENIE

KOTORYH MY DADIM NIVE.

wYˆISLENIE χp = χp(n1, a, b), GDE p|∆, TO ESTX l > 0 I pl ‖ ∆

pUSTX pl ‖ a∗, a∗ I p — WZAIMNO PROSTYE ˆISLA, GDE a∗, a∗ — NADLEVA]AQ

PERESTANOWKA ˆISEL a, b.
I. rASSMOTRIM SLUˆAJ β < l. tOGDA:
1) ESLI β — ˆETNOE, TO χp =

(
1 +

(
p−ln1a∗
p

))
pβ/2;

2) ESLI β — NEˆETNOE, TO χp = 0.

II. β ≥ l. tOGDA:
1) ESLI β — ˆETNOE, l — NEˆETNOE, TO

χp =

[
1−

(
−p−l∆

p

)
1

p

]{
1 +

[
1 +

(
−p−l∆

p

)]
β − l

2

}
pl/2;

2) ESLI β — NEˆETNOE, l — ˆETNOE, TO

χp =

[
1−

(
−p−l∆

p

)
1

p

] [
1 +

(
−p−l∆

p

)]
β − l + 1

2
pl/2;

3) ESLI l — NEˆETNOE, TO

χp =


1 +

(
p−l∆

p

)β+1
p−(l+β)n1a

∗

p


 p(l−1)/2.

wYˆISLENIE χ2 = χ2(n1, a, b)

pOSKOLXKU b — NEˆETNOE, TO a = 2γc, GDE c — NEˆETNO I γ ≥ 0, n1 = 2
αm, m —

NEˆETNO I α ≥ 0.
I. γ — ˆETNOE, α — ˆETNOE.
1. pUSTX α ≥ γ:
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1a) ESLI c ≡ b (mod 4), TO W “TOM SLUˆAE

χ2 =
[
1 + (−1)m−c2

]
2γ/2,

1B) ESLI c ≡ −b (mod 4), TO W “TOM SLUˆAE

PRI α = γ, χ2 = 2
γ/2;

PRI α > γ

χ2 =
[
2− (−1) c+b4

]
2γ/a +

[
1 + (−1) c+b4

]
(α− γ − 2)2γ/2−1.

2. pUSTX α = γ − 2, TOGDA

χ2 =
[
1 + (−1)m−b2

]
2α/2.

3. pUSTX α ≤ γ − 4.
3a) ESLI m ≡ b (mod 8),TO W “TOM SLUˆAE

χ2 = 2
α/2+2;

3B) ESLI m �≡ b (mod 8), TO χ2 = 0.

II. γ — ˆETNOE, α — NEˆETNOE.
1. eSLI 0 < α ≤ γ − 1, TO χ2 = 0.
2. w SLUˆAE α ≥ γ + 1 IMEEM:
2a) ESLI c ≡ −b (mod 4), TO

χ2 =
[
1 + (−1) c−b4 +m−c2

]
2γ/2;

2B) ESLI c ≡ b (mod 4), TO

χ2 =
[
1 + (−1) c−b4

]
(α − γ − 1)2γ/2−1.

III. γ — NEˆETNOE, α — ˆETNOE.
1. pRI α ≥ γ − 1 IMEEM:
1A) ESLI m ≡ b (mod 4), TO

χ2 =
[
1 + (−1)m−b4

]
2
γ−1
2 ;

1B) ESLI m ≡ −b (mod 4), TO

χ2 =
[
1 + (−1)m+b4 +m−c2

]
2
γ−1
2 .

2. pUSTX α ≤ γ − 3. tOGDA:
2A) ESLI m ≡ b (mod 8), TO χ2 = 2

α/2+2;
2B) ESLI m �≡ b (mod 8), TO χ2 = 0.

IV. γ – NEˆETNOE, α – NEˆETNOE.
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1. eSLI α ≤ γ − 2, TO χ2 = 0.
2. eSLI λ ≥ γ, TOGDA

2A) PRI m ≡ c (mod 4) IMEEM χ2 =
[
1 + (−1)m−c4

]
2
γ−1
2 ;

2B) PRI m ≡ −c (mod 4) IMEEM χ2 =
[
1 + (−1)m+c4 +m−b2

]
2
γ−1
2 .

pRI ∆ = 1 (SLUˆAJ qKOBI) FORMULU DLQ r(n1, a, b) (36) NEOBHODIMO UMNOVITX

NA 2.
fORMULIROWKA TEOREMY ZAWER[ENA I S EE POMO]X@ NETRUDNO POKAZATX, ˆTO:

Z(1, 1; s) = 4ζ(s)L(s, χ−4),

Z(1, 2; s) = 2ζ(s)L(s, χ−4)(1− 2−s + 21−2s),
Z(1,

√
3; s) = 2ζ(s)L(s, χ−3)(1 + 2

1−2s),

Z(1,
√
2; s) = 2ζ(s)L(s, χ−8),

Z(1,
√
7; s) = 2ζ(s)L(s, χ−7)(1− 2−s + 21−2s),

Z(1,
√
5; s) = ζ(s)L(s, χ−20) + L(s, χ−4)L(s, χ5), (37)

GDE L(s, χ) — L-FUNKCII dIRIHLE, OPREDELENIE I SWOJSTWA KOTORYH, A TAKVE NEKO-
TORYE DETALI WYWODA PRIWEDENNYH WY[E SOOTNO[ENIJ, PREDSTAWLENY W SLEDU@]EM

RAZDELE.

7. aNALITIˆESKOE PRODOLVENIE L-FUNKCIJ dIRIHLE

rQDOM dIRIHLE (OBYKNOWENNYM) NAZYWAETSQ SUMMA

∞∑
n=1

an
ns

.

pROIZWEDENIE DWUH RQDOW dIRIHLE
∑∞
n=1 ann

−s I
∑∞
n=1 bnn

−s ESTX SNOWA RQD dI-
RIHLE

∑∞
n=1 cnn

−s, PRIˆEM

cn =
∑
d|n

adbn|d.

hARAKTEROM dIRIHLE NAZYWAETSQ FUNKCIQ χ(n) = χ(n; q), n ∈ Z, q > 1, TAKAQ, ˆTO

χ(n) NE RAWNA TOVDESTWENNO NUL@: χ(n+ q) = χ(n), χ(mn) = χ(m)χ(n).

L-FUNKCIEJ dIRIHLE NAZYWAETSQ RQD dIRIHLE

L(s, χ) =
∞∑
n=1

χ(n)

ns
,

GDE χ(n) — HARAKTER dIRIHLE.
oSNOWNOJ REZULXTAT O WWEDENNOJ W PREDYDU]EM RAZDELE FUNKCII r1,1(n) — TE-

OREMA qKOBI — GLASIT: KOLIˆESTWO PREDSTAWLENIJ NATURALXNOGO ˆISLA n W WIDE
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SUMMY DWUH KWADRATOW RAWNO UˆETWERENNOJ RAZNOSTI MEVDU ˆISLOM NEˆETNYH DE-
LITELEJ n WIDA 4k + 1 I ˆISLOM NEˆETNYH DELITELEJ n WIDA 4k + 3. eSLI WWESTI

FUNKCI@

κ(n) =




0, ESLI n ˆETNOE,
1, ESLI n=4k+1,
−1, ESLI n=4k+3

(NETRUDNO UBEDITXSQ, ˆTO ONA QWLQETSQ HARAKTEROM dIRIHLE), TO MOVNO ZAPISATX

r1,1(n) = 4
∑
d|n

κ(d).

pOSKOLXKU UMNOVENIE ˆISLA NA STEPENX DWOJKI NE PRIWODIT K POQWLENI@ NOWYH

NEˆETNYH DELITELEJ, TO r1,1(2
kl) = r1,1(l). pODSTANOWKA r1,1 W RQD DLQ DZETA-FUNKCII

DAET

Z(1, 1; s) = 4
∞∑
n=1


∑
d|n

κ(d)


n−s = 4

( ∞∑
n=1

n−s
)( ∞∑

n=1

κ(d)n−s
)
= 4ζ(s)L(s, χ−4),

GDE L(s, χ−4) =
∑∞
n=0(−1)n(2n + 1)−s — ODNA IZ L-FUNKCIJ dIRIHLE.

iZ PRIWEDENNOGO PRIMERA WIDNO, ˆTO OSNOWNOJ PROBLEMOJ QWLQETSQ POLUˆENIE

DLQ ra2,b2(n) FORMULY, KOTORAQ POZWOLILA BY RASCEPITX DWOJNOJ RQD, PRI “TOM WSE

WOZMOVNYE SLUˆAI PEREˆISLENY W PREDYDU]EM RAZDELE.
L-FUNKCII dIRIHLE SWQZANY S OBOB]ENNOJ DZETA-FUNKCIEJ

L(s, χ) =
∞∑
n=1

χ(n)n−s =
q∑
m=1

χ(m)
∞∑
n=0

(nq +m)−s = q−s
q∑
m=1

χ(m)ζ(s, m/q).

kAK UVE GOWORILOSX, DLQ WYˆISLENIQ “FFEKTIWNOGO POTENCIALA NUVNO ZNATX

ANALITIˆESKIE SWOJSTWA DZETA-FUNKCII —P[TEJNA, W ˆASTNOSTI, WAVNU@ ROLX IGRA-
ET EE ANALITIˆESKOE PRODOLVENIE. wY[E MY POLUˆILI RQD FORMUL, KOTORYE SWO-
DQT WYˆISLENIE DZETA-FUNKCII K WYˆISLENI@ L-FUNKCIJ dIRIHLE. pRIWEDEM (BEZ

DOKAZATELXSTWA) FUNKCIONALXNYE URAWNENIQ DLQ L-FUNKCIJ dIRIHLE, KOTORYE PO-
ZWOLQ@T OSU]ESTWLQTX ANALITIˆESKOE PRODOLVENIE “TIH FUNKCIJ.

w SILU SWOJSTW HARAKTEROW dIRIHLE χ2(−1) = χ(1) = 1. hARAKTER dIRIHLE

NAZYWAETSQ ˆETNYM (NEˆETNYM), ESLI χ(−1) = 1 (χ(−1) = −1). hARAKTER χ(n)
NAZYWAETSQ PRIMITIWNYM HARAKTEROM (mod q), ESLI q — NAIMENX[IJ PERIOD

FUNKCII χ(n). wYRAVENIE

τ (χ) =
q∑
m=1

χ(m) exp(2πim/q)

NAZYWAETSQ SUMMOJ gAUSSA.
pUSTX χ(n) — ˆETNYJ PRIMITIWNYJ HARAKTER, χ̄(n) — KOMPLEKSNO SOPRQVENNYJ

HARAKTER. tOGDA

π−(1−s)/2q(1−s)/2Γ
(
1− s

2

)
L(1− s, χ̄) =

q1/2

τ (χ)
π−s/2qs/2Γ(s/2)L(s, χ).
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dLQ NEˆETNOGO HARAKTERA RAWENSTWO WYGLQDIT PO-DRUGOMU:

π−(2−s)/2q(2−s)/2Γ
(
2− s

2

)
L(1− s, χ̄) =

iq1/2

τ (χ)
π−(s+1)/2q(s+1)/2Γ

(
s+ 1

2

)
L(s, χ).

kAK WIDNO, DLQ WE]ESTWENNYH HARAKTEROW PRIWEDENNYE SOOTNO[ENIQ DEJSTWITELX-
NO DA@T FUNKCIONALXNYE URAWNENIQ DLQ L-FUNKCIJ dIRIHLE. oKAZYWAETSQ, ˆTO

WE]ESTWENNYE PRIMITIWNYE HARAKTERY MOVNO OTOVDESTWITX S SIMWOLAMI kRONE-
KERA

(
d
n

)
, GDE d ESTX PROIZWEDENIE WZAIMNO PROSTYH MNOVITELEJ WIDA −4, 8, −8,

(−1)(p−1)/2p (GDE p > 2), PRIˆEM POLOVITELXNYM d SOOTWETSTWU@T ˆETNYE HARAKTE-
RY, A OTRICATELXNYM d — NEˆETNYE.

8. mODELX gROSSA–nEWE NA TORE T 2

zDESX MY WYˆISLIM “FFEKTIWNYJ POTENCIAL MODELI gROSSA-nEWE IZLOVENNYM

WY[E METODOM NA PROSTRANSTWE T 2 S GRANIˆNYMI USLOWIQMI RAZNYH TIPOW I ISSLE-
DUEM S EGO POMO]X@ FAZOWU@ STRUKTURU “TOJ MODELI (RANEE “TA ZADAˆA RE[ALASX

TOLXKO DLQ SLUˆAQ ANTIPERIODIˆESKIH PO OBEIM KOORDINATAM GRANIˆNYH USLOWIJ

SOWER[ENNO DRUGIM METODOM [14]). lAGRANVIAN gROSSA-nEWE IMEET WID

L =
∑
k

[
ψ̄ki∂̂ψk + σψ̄kψk

]
−Nσ2/2f,

A ODNOPETLEWOJ “FFEKTIWNYJ POTENCIAL RAWEN

V (σc)/N = σ2c/2f − Ω,

GDE

Ω =
ab

(2π)2
∑
p,q

ln

(
1 +

σ2c
a2p2 + b2q2

)
.

sUMMIROWANIE PO q I p ZAWISIT OT GRANIˆNYH USLOWIJ. pRI PERIODIˆESKIH USLOWI-
QH SUMMIROWANIE IDET PO CELYM ˆISLAM, PRI ANTIPERIODIˆESKIH — PO POLUCELYM.
wIDNO, ˆTO Ω SOOTWETSTWUET NA[IM PREVNIM OBOZNAˆENIQM S TOˆNOSTX@ DO ZAMENY

m→ σc I WYˆITANIQ ZNAˆENIQ POTENCIALA PRI σc = 0. mY IZBEVIM PROBLEM S NULE-
WOJ MODOJ, ESLI BUDEM RASSMATRIWATX ANTIPERIODIˆESKIE USLOWIQ PO KRAJNEJ MERE

PO ODNOJ KOORDINATE. pOTENCIAL Ω PREDSTAWLQETSQ W WIDE SUMMY DWUH SLAGAEMYH,
Ω1 I Ω2. dLQ Ω1 FORMULA (9) DAET

Ω1 =
σ2c
4π

(
1 + ln

µ2

σ2c

)
. (38)

bUDEM NORMIROWATX Ω1 USLOWIEM

∂2Ω1
∂σ2c

∣∣∣∣∣
σc=σ0

= 0.
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(—TO OZNAˆAET, ˆTO PROIZWODNAQ OT ODNOPETLEWOGO POTENCIALA PRI a = 0, b = 0
RAWNA PROIZWODNOJ OT DREWESNOJ EGO ˆASTI.) tOGDA

Ω1 =
σ2c
4π

(
3 + ln

σ20
σ2c

)
. (38)

˜ASTX Ω2 POTENCIALA ZAWISIT OT GRANIˆNYH USLOWIJ. rASSMOTRIM DWA SLUˆAQ:
1) ANTIPERIODIˆESKIE USLOWIQ PO KOORDINATE (mod 2π/a) I PERIODIˆESKIE USLOWIQ

PO KOORDINATE (mod 2π/b); 2) ANTIPERIODIˆESKIE USLOWIQ PO OBEIM KOORDINATAM.
kAK BYLO POKAZANO WY[E, NUVNO SNAˆALA WYˆISLITX POTENCIAL S PERIODIˆESKIMI

USLOWIQMI PO OBEIM KOORDINATAM (SM. FORMULU (14)):

Φ(a, b; σc) = −
σ2c
4π

1

2πi

∫
C
Γ(ν)Γ(ν − 1)Z(1/a, 1/b; ν)(π2σ2c )

−νdν. (39)

zAMETIM, ˆTO PROIZWEDENIE Γ(ν)Z(1/a, 1/b; ν) IMEET, SOGLASNO (25), TOLXKO DWA PO-
L@SA: s = 0 I s = 1. pO“TOMU PODYNTEGRALXNOE WYRAVENIE IMEET POL@SY WTOROGO

PORQDKA W TOˆKAH s = 0 I s = 1 I POL@SY PERWOGO PORQDKA W TOˆKAH s = −k,
k = 1, 2, . . .. pO“TOMU IZ (39) IMEEM

Φ(a, b; σc) = − ab

4π2

[
πb

3a
+ ln

a2

4π2σ2c
+ I(b/a)

]
−

− σ2c
4π

[
1− 2γ − πb

3a
− ln σ2c

4b2
− I(b/a)

]
+O(σ4c ), (40)

GDE FUNKCIQ I(x) DANA W (35). nUVNYE NAM POTENCIALY WYˆISLQ@TSQ TEPERX PO

FORMULAM

ΩAP2 (a, b; σc) = 2Φ(a/2, b; σc)− Φ(a, b; σc)− 2Φ(a/2, b; 0) − Φ(a, b; 0),

ΩAA2 (a, b; σc) = 2Ω
AP
2 (a, b/2; σc)− ΩAP2 (a, b; σc).

(iNDEKSY AP I AA OZNAˆA@T PERIODIˆNOSTX (P ) I ANTIPERIODIˆNOSTX (A) PO

KOORDINATE.) tEPERX S POMO]X@ (40) NETRUDNO POLUˆITX

ΩAP2 = −σ2c
4π

[
1− 2γ − πb

a
− ln σ2c

4b2
− 2I(2b/a) + I(b/a)

]
+O(σ4c ),

ΩAA2 = −σ2c
4π

[
1− 2γ − ln 4σ

2
c

b2
− 5I(b/a) + 2I(2b/a) + 2I(b/2a)

]
+O(σ4c )

iMEQ QWNOE WYRAVENIE DLQ Ω-POTENCIALOW, MY MOVEM ISSLEDOWATX SPONTANNOE NA-
RU[ENIE SIMMETRII W MODELI. wYPI[EM POLNOSTX@ “FFEKTIWNYJ POTENCIAL V AP :

1

N
V AP (σc) =

σ2c
2f
+

σ2c
4π

[
−2− 2γ − ln σ20

4b2
− 2I(2b/a) + I(b/a)

]
+O(σ4c ).
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uSLOWIQ STACIONARNOSTI GLASQT:

1

N

∂V AP

∂σc
=

σc

f
+

σc

2π

[
−2− 2γ − πb

a
− ln σ0

4b2
− 2I(2b/a) + I(b/a)

]
+O(σ3c ) = 0.

pO KRAJNEJ MERE W PREDELE a → 0, b → 0 TOˆKA σc = 0 NE QWLQETSQ MINIMUMOM

POTENCIALA, PO“TOMU BUDEM SˆITATX, ˆTO I PRI NEKOTORYH NENULEWYH a, b “TO TAK.
mY MOVEM TOGDA SOKRATITX NA σc W URAWNENII

1

f
+
1

2π

[
−2− 2γ − πb

a
− ln σ0

4b2
− 2I(2b/a) + I(b/a)

]
+O(σ2c ) = 0. (41)

tOˆKA GLOBALXNOGO MINIMUMA “FFEKTIWNOGO POTENCIALA PRI DOSTATOˆNO MALYH ZNA-
ˆENIQH a, b QWLQETSQ NETRIWIALXNYM RE[ENIEM “TOGO URAWNENIQ. pRI KRITIˆESKIH

ZNAˆENIQH a, b “TO RE[ENIE OBRA]AETSQ W NULX. pO“TOMU, POLAGAQ W (41) σc = 0, MY

POLUˆAEM W PLOSKOSTI PEREMENNYH a, b URAWNENIE KRIWOJ, NA KOTOROJ PROISHODQT

FAZOWYE PREWRA]ENIQ WTOROGO RODA:

1

f
+
1

2π

[
−2− 2γ − πb

a
− ln σ0

4b2
− 2I(2b/a) + I(b/a)

]
= 0. (42)

eGO MOVNO UPROSTITX, WWEDQ PERENORMIROWANNYE PARAMETRY

ã =
2a
√

σ0
exp

(
π

f
− 1− γ

)
, b̃ =

2b
√

σ0
exp

(
π

f
− 1− γ

)
.

tOGDA

πb̃

ã
− 2 ln b̃+ 2I(2b̃/ã)− I(b̃/ã) = 0.

wWEDEM PARAMETR x = b̃/ã, TOGDA URAWNENIE FAZOWOJ KRIWOJ ZAPISYWAETSQ W PARA-
METRIˆESKOM WIDE:

b̃ = exp
(

πx

2
+ I(2x)− I(x)/2

)
, ã = b̃/x.

pOSKOLXKU I(x) DOSTATOˆNO BYSTRO UBYWAET PRI x → ∞, TAKOE PREDSTAWLENIE HO-
RO[O RABOTAET DLQ x W INTERWALE, SKAVEM, x > 1. nA INTERWALE 0 < x < 1 WOSPOLX-
ZUEMSQ SWOJSTWOM SIMMETRII FUNKCII I(x), TOGDA

b̃ = 4x exp (I(1/2x)− I(1/x)/2) , ã = b̃/x.

kAˆESTWENNYJ WID FAZOWOJ KRIWOJ PREDSTAWLEN NA RIS. 1. bUDEM SˆITATX a
OBRATNOJ DLINOJ PROSTRANSTWENNOGO IZMERENIQ, PO KOTOROMU NALOVENY ANTIPERI-
ODIˆESKIE USLOWIQ, A b – TEMPERATUROJ. oSNOWNOJ REZULXTAT SOSTOIT W TOM, ˆTO
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IMEETSQ KRITIˆESKAQ DLINA (W BEZRAZMERNYH PEREMENNYH ã = 4). eSLI DLINA PRO-
STRANSTWENNOGO IZMERENIQ BOLX[E KRITIˆESKOJ, PRI L@BOJ TEMPERATURE σc = 0, I

FAZOWOGO PEREHODA NET. eSLI DLINA PROSTRANSTWENNOGO IZMERENIQ MENX[E KRITI-
ˆESKOJ, TO SU]ESTWUET FAZOWYJ PEREHOD: PRI NIZKOJ TEMPERATURE σc �= 0, A PRI

EE POWY[ENII σc POSTEPENNO ISˆEZAET. w OTLIˆIE OT TREHMERNOGO SLUˆAQ KARTINA

SOWER[ENNO NE ZAWISIT OT ZNAˆENIQ KONSTANTY SWQZI. pRI IZMENENII KONSTANTY

SWQZI RIS. 1 TOLXKO MAS[TABIRUETSQ, TOGDA KAK W TREHMERNOM SLUˆAE MENQETSQ

FORMA FAZOWOJ KRIWOJ: PRI MALYH ZNAˆENIQH KONSTANTY SWQZI FAZOWYJ PEREHOD

SU]ESTWUET PRI L@BOJ DLINE PROSTRANSTWENNOGO IZMERENIQ, A PRI BOLX[IH —
SU]ESTWUET KRITIˆESKAQ DLINA, KAK W NA[EM SLUˆAE.

rIS. 1. fAZOWAQ DIAGRAMMA W SLUˆAE ANTIPERIODIˆE-
SKIH USLOWIJ PO ODNOJ KOORDINATE (mod 2π/a)
I PERIODIˆESKIH USLOWIJ PO DRUGOJ KOORDINATE

(mod 2π/b).

aNALOGIˆNO RASSMATRIWAETSQ SLUˆAJ POLNOSTX@ ANTIPERIODIˆESKIH GRANIˆNYH

USLOWIJ. uRAWNENIE FAZOWOJ KRIWOJ IMEET WID

ln(b̃/4) − 5
2
I(b̃/ã) + I(2b̃/ã) + I(b̃/2ã) = 0.

w PARAMETRIˆESKOJ FORME ONO IMEET WID

b̃ = 4exp
(
5

2
I(x)− I(2x)− I(x/2)

)
, ã = b̃/x.

w “TOM SLUˆAE FAZOWAQ KRIWAQ SIMMETRIˆNA OTNOSITELXNO ZAMENY a NA b, PO“TOMU

DOSTATOˆNO POSTROITX EE DLQ x > 1. kAˆESTWENNAQ KARTINA PREDSTAWLENA NA RIS. 2.
oTLIˆIE OT TREHMERNOGO SLUˆAQ OPQTX SOSTOIT W TOM, ˆTO PRI IZMENENII KONSTANTY

SWQZI RIS. 2 TOLXKO MAS[TABIRUETSQ, TOGDA KAK W TREHMERNOM SLUˆAE PRI NEKOTOROM

ZNAˆENII KONSTANTY SWQZI FAZOWAQ KRIWAQ ISˆEZAET WOWSE, I SISTEMA PRI L@BYH

ZNAˆENIQH PARAMETROW NAHODITSQ W FAZE S σc �= 0.

rIS. 2. fAZOWAQ DIAGRAMMA W SLUˆAE ANTIPERIODIˆESKIH

USLOWIJ PO OBEIM KOORDINATAM.
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zAKL@ˆENIE

w RABOTE POSTROENA REGULQRNAQ PROCEDURA OPISANIQ SWOJSTW “FFEKTIWNYH PO-
TENCIALOW TEORIJ NA DWUMERNYH RE[ETKAH. sPOSOB OPISANIQ OSNOWYWAETSQ NA IS-
POLXZOWANII SWOJSTW DZETA-FUNKCII rIMANA–—P[TEJNA I EE ANALITIˆESKOM PRO-
DOLVENII, A TAKVE OBOB]ENII TOˆNYH FUNKCIONALXNYH SOOTNO[ENIJ TIPA MADE-
LUNGOWSKIH. iSPOLXZOWANIE TEORETIKO-ˆISLOWYH SWOJSTW DZETA-FUNKCII POZWOLILO

EDINYM OBRAZOM UˆESTX RAZLIˆNYE TIPY GRANIˆNYH USLOWIJ, KOTORYE MOVNO PO-
STAWITX W SOOTWETSTWIE LIBO KONEˆNOMU OB˙EMU SISTEMY, LIBO TAKOMU WAVNOMU

FIZIˆESKOMU PARAMETRU, KAK TEMPERATURA. oTMETIM TAKVE, ˆTO W FIZIKE TWERDO-
GO TELA, NAPRIMER, DLQ “LEKTRONA PROWODIMOSTI W MAGNITNOM POLE ISPOLXZUETSQ

SPEKTR WIDA [15]
ε = A1 cos kxax + A2 cos kyay,

TO ESTX DWOQKOPERIODIˆESKAQ RE[ETKA. tAKIM OBRAZOM, RASSMOTRENIE DWOQKOPERIO-
DIˆESKOJ STRUKTURY, PROWEDENNOE W NASTOQ]EJ RABOTE, WOZMOVNO BUDET PERENESTI

I NA DRUGIE ZADAˆI, ISPOLXZUQ RAZWITYJ WY[E APPARAT. nA OSNOWE PREDLOVEN-
NOJ PROCEDURY PROWEDENO ISSLEDOWANIE FAZOWOJ STRUKTURY MODELI gROSSA–nEWE W

DWUMERII NA TORE. pROWEDENNYJ ANALIZ MODELI POKAZYWAET, ˆTO W SLUˆAE NETRI-
WIALXNOJ TOPOLOGII TORA PROISHODIT SPONTANNOE NARU[ENIE SIMMETRII W SISTEME.
tAKVE OTLIˆITELXNOJ ˆERTOJ DWUMERIQ S NETRIWIALXNOJ TOPOLOGIEJ OT TREHMERIQ

SOSTOIT W TOM, ˆTO FAZOWAQ KARTINA NE ZAWISIT OT KONSTANTY SWQZI PRI SME[ANNYH

GRANIˆNYH USLOWIQH.
tAKIM OBRAZOM, NA[E RASSMOTRENIE POKAZYWAET, ˆTO NALIˆIE NETRIWIALXNOJ

TOPOLOGII, KOTOROE MOVET BYTX OBUSLOWLENO RAZLIˆNOJ FIZIˆESKOJ PRIRODOJ —
TEMPERATUROJ, KONEˆNYMI RAZMERAMI SISTEMY, PERIODIˆESKOJ ZAWISIMOSTX@ SPEK-
TRA OT IMPULXSA [15] I DRUGIMI “FFEKTAMI, MOVET PRIWESTI K IZMENENI@ FIZI-
ˆESKI NABL@DAEMYH — GENERACII MASSY W MODELI gROSSA–nEWE. wSE “TO UKAZYWAET

NA NEOBHODIMOSTX DETALXNOGO IZUˆENIQ “PROSTYH” MODELEJ, NA KOTORYE OBRA]A-
LOSX WNIMANIE W KLASSIˆESKIH RABOTAH [1,2,3] I INTERES K KOTORYM NE ISSQK I W

NASTOQ]EE WREMQ.
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