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pRIWODITSQ WYWOD TEOREMY lIUWILLQ O SOHRANENII FAZOWOGO OB˙ËMA PROIZWOLX-
NOJ SISTEMY, PODˆINQ@]EJSQ URAWNENIQM gAMILXTONA. oPISANO POLUˆENIE INWARIANTA

lAGRANVA–gELXMGOLXCA. pOKAZANA WOZMOVNOSTX KORREKTNYH RASˆËTOW NEPARAKSIALXNOJ

OPTIKI. dLQ RABOTY S NEPARAKSIALXNYMI PUˆKAMI PREDLOVEN MATRIˆNYJ FORMALIZM, PRED-
STAWLQ@]IJ PROIZWOLXNU@ SISTEMU.

Abstract

Datsko V.S., Datsko N.A. The Use of Liouvill Theorem in Optics Calculations. : IHEP
Preprint 96–89. – Protvino, 1996. – p. 17, figs. 8, refs.: 30.

The Liuvilles theorem on phase space concervation of arbitrary system that obeys Hamilto-
nian equations has been deduced. The Lagrange–Helmgolts invariant formulation is described.
A posibility to perform correct calculations for nonparacsiality optic is shown. The matrix for-
malism is proposed to operate with nonparacsiality beam that represents an arbitrary system.
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wWEDENIE

w OPTIKE RASPROSTRANENO MNENIE (NAPRIMER, [1,2,3,4,5]), ˆTO TREBUEMOE TEOREMOJ

lIUWILLQ SOHRANENIE FAZOWOGO OB˙ËMA PUˆKOW SWETA NAKLADYWAET OGRANIˆENIQ NA

RABOTU OPTIˆESKIH KONSTRUKCIJ. s DRUGOJ STORONY WESXMA VËSTKIE OGRANIˆENIQ

NA SWOJSTWA OPTIˆESKIH SISTEM ([6]) TRADICIONNO PRIMENQ@]IESQ W OPTIKE, OBYˆNO
NE SWQZYWA@TSQ S TEOREMOJ lIUWILLQ. pREDSTAWLQETSQ INTERESNYM NAJTI TAKU@

SWQZX I PRIMENITX EË W WYˆISLITELXNOJ OPTIKE.

1. fORMULIROWKA TEOREMY lIUWILLQ, EE SWQZX

S PARAKSIALXNOJ OPTIKOJ

kAK IZWESTNO NAIBOLEE OB]IJ PODHOD K RASPROSTRANENI@ SWETOWOGO PUˆKA, BA-
ZIRUETSQ NA WOZMOVNOSTI PRIMENENIQ W OPTIKE OBOB]ËNNYH PEREMENNYH gAMILX-
TONA — OBOB]ËNNYH KOORDINAT q I OBO]ËNNYH IMPULXSOW P [7], PODˆINQ@]IHSQ

URAWNENIQM gAMILXTONA:

∂Pj0

∂t
= −∂H

∂qj

∣∣∣∣
q0,P0,t0

+Qd
j

∣∣∣∣
q0,P0,t0

;
∂qj0

∂t
=
∂H

∂Pj

∣∣∣∣
q0,P0,t0

, (1)

GDE H(q,P) — FUNKCIQ gAMILXTONA, Qd
j — DISSIPATIWNYE SILY, qj0, Pj0 (j=1,2,3) —

NAˆALXNYE USLOWIQ. dLQ SISTEM, OPISYWEMYH S POMO]X@ URAWNENIJ gAMILXTO-
NA SPRAWEDLIWA TEOREMA lIUWILLQ O SOHRANENII FAZOWOGO OB˙ËMA. —TA TEOREMA

SWQZANA S PONQTIEM FAZOWOGO PROSTRANSTWA. fAZOWYM PROSTRANSTWOM NAZYWAETSQ

WOOBRAVAEMOE PROSTRANSTWO 2k IZMERENIJ (W NA[EM SLUˆAE 6 IZMERENIJ), KOOR-
DINATNYMI OSQMI KOTOROGO QWLQ@TSQ OBOB]ËNNYE KOORDINATY q I OBOB]ËNNYE

IMPULXSY P. sOSTOQNIE SITEMY W DANNYJ MOMENT WREMENI IZOBRAVAETSQ W FAZOWOM

PROSTRANSTWE ODNOJ FAZOWOJ TOˆKOJ. s TEˆENIEM WREMENI “TA TOˆKA DWIVETSQ PO

FAZOWOJ TRAEKTORII.
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pUSTX [8] W NAˆALXNYJ MOMENT WREMENI t0 SISTEMU PREDSTAWLQET FAZOWYJ

OB˙ËM g0:

g0 =
∫ ∫ ∫

(g0)

∫ ∫ ∫
δq10δq20δq30δP10δP20δP30. (2)

w MOMENT WREMENI t SISTEMA ZAJMËT DRUGU@ OBLASTX (g) S FAZOWYM OBËMoM:

g =
∫ ∫ ∫

(g)

∫ ∫ ∫
δq1 δq2 δq3 δP1 δP2 δP3. (3)

uˆITYWAQ, ˆTO DEJSTWITELXNOE IZMENENIE SISTEMY PODˆINENO URAWNENIQM DWI-
VENIQ, A SLEDOWATELXNO, PEREMENNYE q, P W MOMENT t QWLQ@TSQ FUNKCIQMI “TIH VE

PEREMENNYH, WZQTYH W NAˆALXNYJ MOMENT WREMENI, MOVNO ZAPISATX FAZOWYJ OB˙ËM

g W WIDE INTEGRALA PO OBLASTI (g0):

g =
∫ ∫ ∫

(g0)

∫ ∫ ∫
Dδq10 δq20 δq30 δP10 δP20 δP30, (4)

GDE D = ∂(q,P )
∂(q0,P0)

— QKOBIAN PREOBRAZOWANIQ OT PEREMENNYH q,P K ZNAˆENIQM “TIH

PEREMENNYH q0, P0 W NAˆALXNYJ MOMENT WREMENI. iZ SOPOSTAWLENIQ (1) I (2) WID-
NO, ˆTO ZADAˆA OB OTYSKANII ZAKONA IZMENENIQ g SWODITSQ K OTYSKANI@ ZAKONA

IZMENENIQ QKOBIANA D. zNAˆENIQ KOORDINAT I IMPULXSOW W MOMENT WREMENI t0+∆t
RAWNY

qi = qi0 + q̇i0∆t, Pi = Pi0 + Ṗi0∆t, (5)

OTKUDA POLUˆIM “LEMENTY QKOBIANA

∂qi
∂qj0

= δij +
∂q̇i0
∂qj0
∆t, ∂qi

∂Pj0
= ∂q̇i0

∂Pj0
∆t,

∂Pi
∂qj0

= ∂Ṗi0
∂qj0
∆t, ∂Pi

∂Pj0
= δij +

∂Ṗi0
∂Pj0

∆t . (6)

pODSTAWLQQ (6) W WYRAVENIE DLQ QKOBIANA D, NAHODIM ZNAˆENIE D(t0) I D(t0+∆t).

D(q1, . . . , qk;P1, . . . , Pk) =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣

∂qi
∂qj0

. . . ∂qi
∂Pj0

... . . .
...

∂Pi
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. . . ∂Pi
∂Pj0

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
=

=
k∑
i,j

(
∂qi
∂qj0
· ∂Pi

∂Pj0
− ∂qi

∂Pj0
· ∂Pi

∂qj0

)
=

=
k∑
i,j

[(
δij +

∂q̇i0
∂qj0
∆t
)(
δij +

∂Ṗi0
∂Pj0

∆t
)
− ∂q̇i0

∂Pj0
∆t · ∂Ṗi0

∂qj0
∆t
]
=

=
k∑
i,j

[
δijδij + δij

∂q̇i0
∂qj0
∆t+ δij

∂Ṗi0
∂Pj0

∆t+ ∂q̇i0
∂qj0
∆t ∂Ṗi0

∂Pj0
∆t− ∂q̇i0

∂Pj0
∆t∂Ṗi0

∂qj0
∆t
]
=

=
k∑
i,j

[
δijδij +

(
δij

∂q̇i0
∂qj0

+ δij
∂Ṗi0
∂Pj0

)
∆t+

(
∂q̇i0
∂qj0

∂Ṗi0
∂Pj0
− ∂q̇i0

∂Pj0

∂Ṗi0
∂qj0

)
(∆t)2

]
.
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D(t0) = 1, D(t0 +∆t) = 1 +
k∑

i=1

(
∂q̇i0

∂qi0
+
∂Ṗi0

∂P0

)
∆t. (7)

oTS@DA

Ḋ =
k∑

i=1

(
∂q̇i0

∂qi0
+
∂Ṗi0

∂P0

)
. (8)

pOSKOLXKU IZMENENIE SISTEMY PODˆINENO URAWNENIQM gAMILXTONA, POSTOLXKU KA-
VDOE SLAGAEMOE W PRAWOJ ˆASTI (8) BUDET RAWNO (1)

∂q̇i0
∂qi0

+
∂Ṗi0

∂Pi0
=
∂Qd

i0

∂Pi0
. (9)

pO“TOMU

Ḋ =
∂Qd

i

∂Pi

. (10)

sLEDOWATELXNO, PROIZWODNAQ FAZOWOGO OB˙ËMA g RAWNA

ġ =
∫ ∫ ∫

(g0)

∫ ∫ ∫ k∑
i=1

dQd
i

dPi

δq10δq20δq30δP10δP20δP30. (11)

oTS@DA WYTEKAET ZAKON SOHRANENIQ FAZOWOGO OB˙ËMA (TEOREMA lIUWILLQ): FAZOWYJ
OB˙ËM W OTSUTSTWIE DISSIPATIWNYH SIL SOHRANQETSQ, T. E.

g = g0, ESLI Qd
i = 0. (12)

w “TOM SLUˆAE Ḋ = 0 I, SLEDOWATELXNO, WELIˆINA QKOBIANA W L@BOJ MOMENT WREMENI

RAWNA D = 1. dOKAZATELXSTWO S POZICIJ TERMODINAMIKI PRIWEDENO W KNIGE [9].
oTMETIM, ˆTO “TOT WYWOD QWLQETSQ ODNOJ IZ FORM ZAKONA SOHRANENIQ “NERGII —
PRI OTSUTSTWII W SISTEME POTERX “NERGIQ SISTEMY SOHRANQETSQ. w SOOTWETSTWII

S [10] DLQ [ESTIMERNOGO FAZOWOGO PROSTRANSTWA OPTIˆESKOJ SISTEMY

H(P, q) = ω(
k, 
r), 
̇k = −dω
d
r
, 
̇r =

∂ω

∂
k
=
∂ω

∂k
·

k

k
, (13)

T.e.
g =

∫ ∫ ∫ ∫ ∫ ∫
δx δy δz δkx δky δkz = const. (14)

iNTEGRIROWANIE PROIZWODITSQ PO OBLASTI FAZOWOGO PROSTRANSTWA (x,y,z,kx, ky, kz),
ZANQTOJ SWETOWYM PUˆKOM.

pEREJDËM W PROSTRANSTWE WEKTOROW 
K K SFERIˆESKIM KOORDINATAM

d3
k = k2dkdΩ =
ω2n2

c2
· dωdΩ
V

, (15)
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GDE Ω — TELESNYJ UGOL; V = dω
dk
— GRUPPOWAQ SKOROSTX. zAPI[EM “LEMENT PRO-

STRANSTWENNOGO OB˙ËMA W WIDE d3
r = dzds, GDE ds — “LEMENT PLO]ADI PLOSKOSTI,
PERPENDIKULQRNOJ OPTIˆESKOJ OSI. tOGDA

g =
∫ ∫ ∫ ∫ ∫ ∫

ω2n2(ω, 
r) dω

c2
ds dΩ

dz

V
= const. (16)

w STACIONARNOJ SREDE, KOGDA ω = const, I W OTSUTSTWII DISPERSII (n(ω) = const)
INTEGRAL

∫
ω2dω = const I (16) SWODITSQ K

∫ ∫ ∫ ∫ ∫
n2 ds dΩ

dz

V
= const. (17)

w PARAKSIALXNOM PRIBLIVENII, T.E. KOGDA NAPRAWLENIE WEKTORA V BLIZKO K OSI z,
INTEGRAL

∫ dz
V
= const. dEJSTWITELXNO DLQ TONKOGO SLOQ PUˆKA ∆z = � IMEEM

d

dt
(
�

V (z)
) =

�̇

V
− �V̇
V 2

= 0, (18)

TAK KAK V̇ = dV
dz
V ; �̇ = dV

dz
�;. uˆITYWAQ, ˆTO W PARAKSIALXNOM PRIBLIVENII dΩ =

θdθdφ, POLUˆAEM ∫ ∫ ∫ ∫
n2 ds θ dθ dφ = const. (19)

w PROSTEJ[EM SLUˆAE, KOGDA PUˆOK QWLQETSQ AKSIALXNO–SIMMETRIˆNYM, EGO UGLO-
WAQ RASHODIMOSTX θmax NE ZAWISIT OT r, A n ZAWISIT TOLXKO OT z, POSLEDNIJ INTEGRAL

PRIOBRETAET WID

nθmaxrmax = const, (20)

GDE rmax — RADIUS SEˆENIQ PUˆKA W PLOSKOSTI z = const. sOOTNO[ENIE (20) NOSIT

NAZWANIE TEOREMY lAGRANVA–gELXMGOLXCA (INOGDA EË NAZYWA@T TEOREMOJ sMITA–
gELXMGOLXCA) I W TAKOM WIDE ONA OBYˆNO POLUˆAETSQ NEPOSREDSTWENNO IZ ZAKONOW

GEOMETRIˆESKOJ OPTIKI [6,11].
rAZUMEETSQ REDUKCIQ ˆISLA PEREMENNYH PRI KAVDOM INTEGRIROWANII W (16) NE

MENQET FAZOWOGO OBXEMA, POSKOLXKU WYPOLNQ@TSQ USLOWIQ TEOREMY lIUWILLQ. oD-
NAKO PRI “TOM I POLUˆENIE INWARIANTA lAGRANVA–gELXMGOLXCA, KAK MY WIDIM,
QWLQETSQ SLEDSTWIEM NALOVENIQ DOPOLNITELXNYH OGRANIˆENIJ NA POWEDENIE SWETO-
WOGO PUˆKA (PRI SOBL@DENII USLOWIQ SOHRANENIQ FAZOWOGO OBXEMA — OTSUTSTWIQ

DISSIPATIWNYH SIL). tAK VE, KAK I ZAKON SOHRANENIQ “NERGII, ZAKON SOHRANENIQ

FAZOWOGO OBXEMA OBQZAN WYPOLNQTXSQ, ODNAKO OBA ONI NE PRIWODQT K INWARIANTU

lAGRANVA–gELXMGOLXCA BEZ DOPOLNITELXNYH PRIBLIVENIJ.
oSNOWNOJ WYWOD IZ IZLOVENNOGO ZAKL@ˆAETSQ W TOM, ˆTO POLUˆENIE INWARIANTA

lAGRANVA–gELXMGOLXCA BAZIRUETSQ ISKL@ˆITELXNO NA KLASSIˆESKIH PRIBLIVENIQH

GEOMETRIˆESKOJ OPTIKI. pODTWERDIM “TO POLUˆENIEM INWARIANTA KLASSIˆESKIMI

METODAMI.
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2. fORMALIZM RASˆËTOW PARAKSIALXNOJ OPTIKI

iSPOLXZUEM, W ˆASTNOSTI, PONQTIE OPTIˆESKOJ DLINY PUTI n� — PROIZWEDENIQ

POKAZATELQ PRELOMLENIQ NA DLINU PUTI LUˆA. w SREDE S POKAZATELEM PRELOMLENIQ

n v = c
n
I λ = λ0

n
, GDE λ0 - DLINA WOLNY W WAKUUME. pUSTX ODNA WOLNA PROHODIT W

SREDE S POKAZATELEM PRELOMLENIQ n1 PUTX �1, A DRUGAQ WO WTOROJ SREDE S POKAZATELEM

PRELOMLENIQ n2 PUTX - �2. w REZULXTATE MEVDU NIMI WOZNIKNET RAZNOSTX FAZ:

∆ψ = 2π

(
�1

λ1
− �2
λ2

)
= 2π

�1n1 − �2n2
λ0

.

rIS. 1. k PONQTI@ TAUTOHRONIZMA. hOD LU-
ˆEJ ˆEREZ LINZU.

eSLI DWA OPTIˆESKIH PUTI “KWIWALENT-
NY DRUG DRUGU, TO ONI NE WNESUT NI-
KAKOJ RAZNOSTI FAZ. tAKIE PUTI NAZY-
WA@TSQ TAUTOHRONNYMI. oNI SOWPADA@T

PO WREMENI, TAK KAK SWET PO “TIM NE

RAWNYM PO GEOMETRIˆESKIM PUTQM RAS-
STOQNIQM RASPROSTRANQETSQ ZA ODNO I

TO VE WREMQ. uSLOWI@ TAUTOHRONIZMA

UDOWLETWORQ@T W ˆASTNOSTI, WSE PUTI LUˆEJ, PROHODQ]IH ˆEREZ LINZU I DA@]IH

IZOBRAVENIE L′ ISTOˆNIKA L (RIS.1).
hOTQ GEOMETRIˆESKIJ PUTX LABL′ KOROˆE PUTI LA′B′L′, ˆASTX, PRIHODQ]AQSQ

NA PUTX WNUTRI LINZY, SOOTWETSTWENNO BOLX[E (AB A′B′). (w RABOTE [12] PO “TOMU

POWODU UTWERVDAETSQ: RAWENSTWO OPTIˆESKIH PUTEJ DOLVNO I TAK BYTX PONQTNO).
tAK KAK SKOROSTX SWETA W MATERIALE, IZ KOTOROGO SDELANA LINZA, MENX[E, ˆEM W

WOZDUHE, ZAPAZDYWANIE NA UˆASTKE AB KOMPENSIRUET OPEREVENIE NA UˆASTKAH LA
I BL′ PO SRAWNENI@ S SOOTWETSTWU@]IMI UˆASTKAMI PUTI LA′ I B′L′. pO“TOMU
USLOWIE TAUTOHRONIZMA MOVNO ZAPISATX W WIDE AL+nAB+BL′ = LA′+nA′B′+B′L′,
GDE n — POKAZATELX PRELOMLENIQ MATERIALA LINZY. eSLI BY OTDELXNYE LUˆI, PRO-
HODQ]IE ˆEREZ LINZU, NE BYLI TAUTOHRONNYMI, NEKOTORYE IZ NIH, RASPROSTRANQQSX
PO RAZNYM PUTQM, OBLADALI BY NEKOTOROJ RAZNOSTX@ FAZ I WZAIMNO OSLABLQLI BY

DRUG DRUGA PRI WSTREˆE W L′. pOLUˆA@]IJSQ INTENSIWNYJ MAKSIMUM W L′, KOTORYJ
QWLQETSQ IZOBRAVENIEM ISTOˆNIKA L, OBUSLOWLEN WZAIMNYM USILENIEM LUˆEJ, PRI-
[ED[IH W L′ BEZ RAZNOSTI FAZ PO TAUTOHRONNYM PUTQM. pUTI, WEDU]IE K DRUGOJ

TOˆKE PROSTRANSTWA, NE BUDUT OPTIˆESKI RAWNYMI, I WO WSEH INYH TOˆKAH, KROME
L′, WZAIMNAQ INTERFERENCIQ PRIWODIT K OSLABLENI@ SWETA.

tAKIM OBRAZOM, POLUˆENIE IZOBRAVENIQ W LINZE ESTX INTERFERENCIONNYJ “F-
FEKT. sLEDOWATELXNO, LINZA NE WNOSIT RAZNOSTI HODA MEVDU OTDELXNYMI LUˆAMI,
OBRAZU@]IMI IZOBRAVENIE. —TO OTNOSITSQ K L@BOJ OPTIˆESKOJ SISTEME, DA@]EJ

IZOBRAVENIE ISTOˆNIKA.
w OPTIˆESKI ODNORODNOJ SREDE, T.E. W SREDE, WSE TOˆKI KOTOROJ HARAKTERIZU@TSQ

ODNIM I TEM VE ZNAˆENIEM POKAZATELQ PRELOMLENIQ, SWET ZATRAˆIWAET NA PROHOVDE-
NIE OT ODNOJ TOˆKI DO DRUGOJ PO SWOEMU DEJSTWITELXNOMU PUTI MENX[E WREMENI,
ˆEM POTREBOWALOSX BY EMU DLQ PROHOVDENIQ MEVDU TEMI VE TOˆKAMI L@BYM DRU-
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GIM PUTËM. —TO UTWERVDENIE NOSIT NAZWANIE PRINCIPA fERMA. oN SPRAWEDLIW DLQ

LUˆEJ, PRELOMLQ@]IHSQ I OTRAVA@]IHSQ OT PLOSKIH POWERHNOSTEJ. iSSLEDOWANIQ
POKAZALI, ˆTO PRINCIP fERMA W TOJ FORME, W KAKOJ ON BYL WYSKAZAN SAMIM AW-
TOROM, NE WSEGDA WYPOLNQETSQ DLQ LUˆEJ, PRELOMLQ@]IHSQ ILI OTRAVA@]IHSQ OT

IZOGNUTYH POWERHNOSTEJ [13]. w SOWREMENNOJ FORMULIROWKE PRINCIP fERMA GLASIT:
SWET RASPROSTRANQETSQ PO PUTI, OPTIˆESKAQ DLINA KOTOROGO “KSTREMALXNA, T.E. ONA
QWLQETSQ LIBO MINIMALXNOJ IZ WSEH WOZMOVNYH, LIBO MAKSIMALXNOJ, LIBO STACIO-
NARNOJ.

w GEOMETRIˆESKOJ OPTIKE SWETOWYM LUˆOM NAZYWAETSQ ABSTRAKCIQ W WIDE PARAL-
LELXNOGO, BESKONEˆNO UZKOGO SWETOWOGO PUˆKA. pOD SWETQ]EJSQ TOˆKOJ PONIMAETSQ

ISTOˆNIK IZLUˆENIQ, NE IME@]IJ RAZMEROW. eSLI LUˆI WYHODQT IZ ODNOJ TOˆ-
KI, QWLQ@]EJSQ WER[INOJ RASHODQ]EGOSQ PUˆKA LUˆEJ, TAKOJ PUˆOK NAZYWAETSQ

GOMOCENTRIˆESKIM, T.E. IME@]IM OB]IJ CENTR. pARAKSIALXNYMI (PRIOSEWYMI),
NAZYWA@TSQ LUˆI, OBRAZU@]IE S OSX@ OPTIˆESKOJ SISTEMY (LINZY, ZERKALA ...)
MALYE UGLY.

sTIGMATIˆESKOE IZOBRAVENIE — TAKOE OPTIˆESKOE IZOBRAVENIE, KAVDAQ TOˆKA

KOTOROGO SOOTWETSTWUET ODNOJ TOˆKE IZOBRAVAEMOGO OPTIˆESKOJ SISTEMOJ OB˙EKTA.
sTROGO GOWORQ, PODOBNOE SOOTWETSTWIE WOZMOVNO LI[X W IDEALXNYH OPTIˆESKIH

SISTEMAH PRI USLOWII, ˆTO OTSUTSTWU@T ILI USTRANENY WSE ABERRACII I DOPUSTIMO

PRENEBREˆX WOLNOWYMI SWOJSTWAMI SWETA, W ˆASTNOSTI DIFRAKCIEJ.
w GEOMETRIˆESKOJ OPTIKE PREDPOLAGAETSQ OBYˆNO NE TOLXKO, ˆTO GOMOCENTRIˆE-

SKIJ PUˆOK LUˆEJ IZOBRAVAETSQ W WIDE TOˆKI (STIGMATIˆESKOE IZOBRAVENIE), NO I

ˆTO PRI “TOM WOZMOVEN OBRATNYJ HOD LUˆEJ (T.E. SU]ESTWUET WZIMNO ODNOZNAˆNOE

SOOTWETSTWIE MEVDU TOˆKOJ–PREDMETOM I TOˆKOJ–IZOBRAVENIEM). pROBLEMA OBRATI-
MOSTI W OB]EM WIDE NE RE[ENA, W [14] SDELANA POPYTKA RE[ENIQ PROBLEMY S POZICIJ

TERMODINAMIKI, NO OB˙ËM I SLOVNOSTX ZADAˆI POKA NE POZWOLILI DOSTIˆX NA “TOM

PUTI USPEHA, HOTQ TERMODINAMIˆESKIJ PODHOD SAM PO SEBE WESXMA PRIWLEKATELEN.

rIS. 2. k WYWODU INWARIANTA lAGRANVA–
gELXMGOLXCA S ISPOLXZOWANIEM PRINCIPA

fERMA.

pUSTX (RIS.2) o — TOˆKA, IZO-
BRAVENIE O′, KOTOROJ STIGMATIˆ-
NO, T.E. WSE LUˆI, WYHODQ]IE IZ

TOˆKI o, PERESEKA@TSQ W TOˆKE O′.
nAJDËM, PRI KAKOM USLOWII TOˆ-
KA O1, RASPOLOVENNAQ BESKONEˆNO

BLIZKO K TOˆKE o W NAPRAWLENII

PERPENDIKULQRNOM OSI, IZOBRAVA-
ETSQ STIGMATIˆESKI W TOˆKU O′1.
oBOZNAˆIM OO1 ˆEREZ l, A O′O′1 —
ˆEREZ l′. pROWEDËM ˆEREZ TOˆKU o

LUˆ AOB, OBRAZU@]IJ S OSX@ UGOL u. pOSLE PRELOMLENIQ “TOT LUˆ IDËT W NAPRAWLE-
NII B′O′A′ I OBRAZUET UGOL S OSX@ u′. ˜EREZ TOˆKU O1 PROWEDËM AO1C, OBRAZU@]IJ

S OSX@ UGOL u + du, WESXMA MALO OTLIˆNYJ OT u. —TOT LUˆ POSLE PRELOMLENIQ

IDËT W NAPRAWLENII C ′O′1A
′, OBRAZUQ S OSX@ UGOL u’ + du’, WESXMA MALO OTLIˆNYJ

OT u′. sOGLASNO PRINCIPU fERMA, OPTIˆESKIE PUTI RAWNY MEVDU SOBOJ, OTKUDA
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(ACC ′A′) = (ABB′A′) ILI nAO1+ (OO′1) + n
′O′1A

′ = nAO+ (OO′) + n′O′A′, PO“TOMU

n(AO1 − AO) + [(O1O′1)− (OO′)] + n′(O′1A′ −O′A′) = 0. (21)

iZ TOˆKI a KAK CENTRA OPISYWAEM OKRUVNOSTX RADIUSA ao, PERESEKA@]U@ LUˆ AC
W TOˆKE H. wSLEDSTWIE MALOSTI UGLA du MOVNO ZAMENITX DUGU OKRUVNOSTI PRQMOJ

OH. tOGDA IZ TREUGOLXNIKA OHO1 IMEEM

HO1 = OO1 sinu = l sinu,

ILI

AO1 − AO = HO1 = l sinu.
aNALOGIˆNO DLQ O′ I O′1

A′O′ − A′O′1 = l′ sinu′.
pODSTAWLQQ W (21), POLUˆAEM

n′l′ sinu′ − nl sin u = (O1O′1)− (OO′).
pOSKOLXKU o ′ ESTX IZOBRAVENIE o, A O′1 — IZOBRAVENIE O1, OPTIˆESKIE PUTI (OO′)
I (OO′1) NE DOLVNY ZAWISETX OT u. w ˆASTNOM SLUˆAE, KOGDA u=0 UGOL u′ = 0 I

LEWAQ ˆASTX URAWNENIQ RAWNA NUL@, A PRAWAQ, POSTOQNNAQ, DOLVNA TOVE RAWNQTXSQ

NUL@. oTS@DA POLUˆAETSQ INWARIANT lAGRANVA–gELXMGOLXCA:

n′l′ sinu′ = nl sin u. (22)

pUSTX TEPERX (SM.RIS.3) A1 — TOˆEˆNYJ OB˙EKT, A A2 — EGO IZOBRAVENIE.
pOWERNËM OPTIˆESKU@ OSX A1C WOKRUG CENTRA KRIWIZNY C NA MALYJ UGOL φ, TOGDA
TOˆKA A ZAJMËT POLOVENIE B

′
1, A EË IZOBRAVENIE — POLOVENIE B

′
2. wSE TOˆKI DUGI

A1B
′
1 OTOBRAZQTSQ TOˆKAMI, NAHODQ]IMISQ NA DUGE A2B

′
2. eSLI DUGI A1B

′
1 I A2B

′
2

MALY, IH MOVNO ZAMENITX OTREZKAMI KASATELXNYH A1B1 I A2B2, PERPENDIKULQRNYH
K OPTIˆESKOJ OSI. kAVDAQ TOˆKA IZOBRAVENIQ QWLQETSQ MESTOM PERESEˆENIQ WSEH

LUˆEJ, ISHODQ]IH IZ SOPRQVËNNOJ TOˆKI OB˙EKTA.

rIS. 3. k WYWODU INWARIANTA lAGRANVA–gELXMGOLXCA S ISPOLXZOWANIEM GEOMETRIˆESKIH

POSTROENIJ. hOD LUˆA ˆEREZ OPTIˆESKIJ CENTR.
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rIS. 4. k WYWODU INWARIANTA lAGRANVA–gELXMGOLXCA
S ISPOLXZOWANIEM GEOMETRIˆESKIH POSTROENIJ W

RAMKAH PRIBLIVENIJ GEOMETRIˆESKOJ OPTIKI.

˜TOBY NAJTI IZOBRAVENIE

TOˆKI B1 (RIS.4) WOSPOLXZU-
EMSQ LUˆOM B1M , PARALLELX-
NYM OPTIˆESKOJ OSI; POSLE

PRELOMLENIQ ON PROJDËT ˆE-
REZ FOKUS F2, I LUˆOM B1F1N ,
PROHODQ]IM ˆEREZ FOKUS F1;
POSLE PRELOMLENIQ ON POJDËT

PARALLELXNO OPTIˆESKOJ OSI.
tOˆKA PERESEˆENIQ B2 “TIH

DWUH LUˆEJ PREDSTAWLQET SO-
BOJ IZOBRAVENIE TOˆKI B1, A

OTREZOK A2B2 QWLQETSQ IZOBRAVENIEM OTREZKA A1B1. iZ �A1B1O I �A2B2O1 IMEEM
tg(i) = A1B1

a1
= y1

a1
I tg(r) = A2B2

a2
= y2

a2
, GDE a1 = A1O; a2 = A2O1. pRI MALYH y1 I y2:

tg(i)
tg(r)
∼ sin(i)
sin(r)

= n2
n1
. tOGDA

y1
a1
n1 =

y2
a2
n2,

ILI
y2

y1
=
n1

n2

a2

a1
.

pRI SOBL@DENII USLOWIQ PARAKSIALXNOSTI (SM. RIS.4) A1M ∼ A1O = a1 I A2M ∼
A2O = a2 IZ �A1MO I �A2MO IMEEM tgu1 =

MO
a1
; tgu2 =

MO
a2
, T.E.

tgu1
tgu2

=
a2
a1
.

w PARAKSIALXNOM PRIBLIVENII tgu1 ∼ u1 I tgu2 ∼ u2, PO“TOMU n1a2
n2a1

= n1u1
n2u2

= y2
y1

ILI

y1n1u1 = y2n2u2, (23)

T.E. INWARIANT lAGRANVA–gELXMGOLXCA.
dLQ CELEJ WYˆISLITELXNOJ OPTIKI UDOBNO WWESTI W OBRA]ENIE MATRIˆNU@ TEH-

NIKU [10,15,16,17,18].

(
x2
x
′
2

)
=M21

(
x1
x
′
1

)
=

(
1 0
− 1

F21

n1
n2

)
·
(
x1
x
′
1

)
. (24)

zDESX x — RASSTOQNIE OT oPTIˆESKOJ OSI SISTEMY, SOWPADA@]EJ S OSX@ z, a
x
′ ≡ dx

dz
— UGOL S OSX@ z (MALYJ W PARAKSIALXNOM PRIBLIVENII), F21 — FOKUSNOE

RASSTOQNIE SFERIˆESKOJ POWERHNOSTI (PORQDOK INDEKSOW ZADAËT NAPRAWLENIE DWIVE-
NIQ 1→ 2: OT 1 K 2). pOSLEDOWATELXNYM PEREMNOVENIEM MATRIC m MOVNO POLUˆITX

MATRICU TONKOJ LINZY, ISPOLXZOWANIEM MATRICY PERENOSA SOWMESTNO S MATRICAMI

SFERIˆESKIH POWERHNOSTEJ POLUˆA@T MATRICU TOLSTOJ LINZY I T.D.
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oDNAKO BOLEE PRIWLEKATELEN MATRIˆNYJ FORMALIZM S ISPOLXZOWANIEM LUˆEWYH

MATRIC I LUˆEWYH WEKTOROW, RAZWITYJ NA BAZE PRIWEDËNNOGO. pUSTX LUˆ BEZ PRELOM-
LENIQ PERESEKAET OPORNYE PLOSKOSTI OP1 I OP2 (SM. RIS.5). tOGDA MOVNO ZAPISATX:

y2 = y1 + t · tgu1 = y1 + t · u1 = y1 + t

n

n

u1
= y1 + TU1, (25)

T — PRIWEDËNNAQ TOL]INA OPTIˆESKOGO PROMEVUTKA; U — OPTIˆESKIJ NAPRAWLQ@-
]IJ KOSINUS. tAK KAK u2 = u1, TO U2 = U1 I TOGDA

y2 = 1 · y1 + T · U1, U2 = 0 · y1 + 1 · U1, (26)

ˆTO UDOBNO ZAPISATX W WIDE(
y2
U2

)
=

(
1 T
0 1

)
·
(
y1
U1

)
=M ·

(
y1
U1

)
. (27)

rIS. 5. k WWEDENI@ LUˆEWYH MATRIC I LU-
ˆEWYH WEKTOROW.

rIS. 6. k WWEDENI@ LUˆEWYH MATRIC I

LUˆEWYH WEKTOROW W SLUˆAE SRED

S RAZNYMI POKAZATELQMI PRELOM-
LENIQ.

w SLUˆAE SRED S RAZNYMI POKAZATELQMI PRELOMLENIQ (SM. RIS.6)

y4 = y3 + t3u3 = y2 + t2u2 + t3u3 = y1 + t1u1 + t2u2 + t3u3,
n1 sinu1 = n2 sinu2 = n3 sinu3 = n4 sin u4,

n1u1 = n2u2 = n3u3 = n4u4,
U1 = U2 = U3 = U4,

y4 = 1 · y1 + U1(T1 + T2 + T3),
U4 = 0 · y1 + 1 · U1,

(28)

(
y4
U4

)
=

(
1 T1 + T2 + T3
0 1

)
·
(
y1
U1

)
=M

(
y1
U1

)
=M1M2M3

(
y1
U1

)
, (29)

M =


 1

∑
k
Tk

0 1


 =

(
1 T
0 1

)
. (30)
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rIS. 7. k SWQZI MATRIˆNOGO FORMALIZMA S FORMA-
LIZMOM GEOMETRIˆESKOJ OPTIKI.

w SLUˆAE SFERIˆESKOJ POWERH-
NOSTI (SM. RIS.7) W PARAKSIALX-
NOM PRIBLIVENII, KOGDA v → 0,
z2 − z1 � 0, SLEDOWATELXNO, y2 � y1
I n1i1 = n2i2. i1 = u1 + v = u1 +

y1
R
,

i2 = u2 + v = u2 +
y2
R
, PO“TO-

MU n1(u1 +
y1
R
) = n2(u2 +

y2
R
) ILI

U1 +
n1y1

R
= U2 +

n2y2
R
, OTKUDA U2 =

U1 +
n1y1

R
− n2y2

R
= U1 +

y1
R
(n1 − n2).

tOGDA DLQ PRELOMLQ@]EJ SFERIˆE-
SKOJ POWERHNOSTI MOVNO ZAPISATX:

(
y2
U2

)
=

(
1 0

−n2−n1
R

1

)
·
(
y1
U1

)
= R

(
y1
U1

)
. (31)

dLQ LINZY

R2MR1 =

(
1 0

−n3−n2
R2

1

)
·
(
1 T
0 1

)
·
(

1 0
−n2−n1

R1
1

)
. (32)

lINZA TONKAQ, KOGDA t = 0, T.E.

(
1 T
0 1

)
→
(
1 0
0 1

)
= E, (33)

TOGDA

R2MR1 → R2R1 =

(
1 0

−n3−n2
R2
− n2−n1

R1
1

)
. (34)

tAKIM OBRAZOM, MATRICA OPTIˆESKOJ SISTEMY ZAPI[ETSQ KAK

(
y
U

)
=

(
a11 a12
a21 a22

)
·
(
y0
U0

)
. (35)

eSLI a11 = 0, TO y = a12U0, T.E. WSE LUˆI, PADA@]IE NA OPTIˆESKU@ SISTEMU POD

ODINAKOWYM UGLOM u0 =
U0
n
, SOBERUTSQ W ODNOJ TOˆKE OPORNOJ PLOSKOSTI OP2.

eSLI a12 = 0, TO y = a11y0, T.E. WSE LUˆI, WY[ED[IE IZ ODNOJ TOˆKI OP1,
S KOORDINATOJ y0 POSLE PROHOVDENIQ SISTEMY SOBERUTSQ W ODNOJ TOˆKE OP2 S

KOORDINATOJ y.
eSLI a21 = 0, TO U = a22U0, T. E. WSE LUˆI, PADA@]IE NA OPTIˆESKU@ SISTEMU

POD ODINAKOWYMI UGLaMI u0 =
U0
n
, WYJDUT IZ NEË POD ODINAKOWYMI UGLaMI u = U

n
.

eSLI a22 = 0, TO U = a21y0, T.E. WSE LUˆI, WY[ED[IE IZ ODNOJ TOˆKI OP1, S
KOORDINATOJ y0 POSLE PROHOVDENIQ SISTEMY BUDUT RASPROSTRANQTXSQ PARALLELXNO

DRUG DRUGU POD UGLOM u = U
n
.

mATRICY WTOROGO RANGA DOSTATOˆNO DLQ OPISANIQ OPTIˆESKOJ SISTEMY, IZO-
BRAVËNNOJ NA RIS.7, POSKOLXKU SISTEMA RADIALXNO–SIMMETRIˆNA, A z - KOORDINATA
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PROSTO SWQZANA S y–KOORDINATOJ ˆEREZ TANGENS UGLA. w BOLEE OB]EM SLUˆAE WTOROJ

RANG MATRICY NEDOSTATOˆEN DLQ OPISANIQ OPTIˆESKOJ SISTEMY, NAPRIMER W SLUˆAE

PRQMOUGOLXNOJ PRELOMLQ@]EJ POWERHNOSTI, I TOGDA PROIZWOLXNYJ LUˆ (�1h1h2�2)
OKAVETSQ OPREDELËNNYM ODNOZNAˆNO, ESLI ZADANA ˆETWËRKA KOORDINAT (x1, φ1, y1, ψ1)
DLQ ISHODNOGO LUˆA I (x2, φ2, y2, ψ2) DLQ PREOBRAZOWANNOGO LUˆA, T.E.

A1 =



x1
φ1
y1
ψ1


 , A2 =



x2
φ2
y2
ψ2


 , (36)

A2 =M · A1 =



x2
φ2
y2
ψ2


 =


 m11 . . . m14
. . . . . . . . .
m41 . . . m44


 ·



x1
φ1
y1
ψ1


 . (37)

w “TOM PODHODE WEKTORNO–MATRIˆNYJ APPARAT ˆETYRËHMEREN. oDNAKO SU]ESTWU-
@T DWA ˆASTNYH SLUˆAQ, KOGDA MOVNO OGRANIˆITXSQ KWAZIDWUMERNYMI WEKTORAMI

I MATRICAMI. pERWYJ — SLUˆAJ STIGMATIˆESKIH SISTEM. w “TOM SLUˆAE WSE MERI-
DIONALXNYE PLOSKOSTI “KWIWALENTNY I m PRI L@BOJ ORIENTACII POPEREˆNYH OSEJ

X I Y PRIOBRETAET KWAZIDIAGONALXNYJ WID:

M =



A B 0 0
C D 0 0
0 0 A B
0 0 C D


 . (38)

wTOROJ — RASSMATRIWAEMAQ OPTIˆESKAQ SISTEMA OBLADAET PROSTYM ASTIGMATIZ-
MOM, T.E. GLAWNYE MERIDIONALXNYE SEˆENIQ WSEH OPTIˆESKIH POWERHNOSTEJ SISTEMY

I NEODNORODNYH SRED, ZAPOLNQ@]IH SISTEMU, SOWPADA@T ILI RAZWËRNUTY NA 900.
uSLOWIE PROSTOGO ASTIGMATIZMA ZAKL@ˆAETSQ W WYPOLNENII ODNOGO IZ USLOWIJ:

K =
m13 +m31
m11 −m33 =

m14 +m32
m12 −m34 =

m23 +m41
m21 −m43 =

m24 +m42
m22 −m44@ (39)

w ZAWISIMOSTI OT SWOJSTW KONKRETNOJ OPTIˆESKOJ SISTEMY NEKOTORYE IZ DROBEJ

“TOGO WYRAVENIQ MOGUT DAWATX 0
0
. oDNAKO ESLI ASTIGMATIZM SISTEMY SU]ESTWUET,

TO HOTQ BY ODNO IZ “TIH SOOTNO[ENIJ DAËT OPREDELËNNOE ZNAˆENIE k. w “TOM SLUˆAE,
SOWME]AQ KOORDINATNYE PLOSKOSTI XZ I YZ S GLAWNYMI SEˆENIQMI OPTIˆESKOJ

SISTEMY, MOVNO PRIWESTI LUˆEWU@ MATRICU K KWAZIDIAGONALXNOMU WIDU

M =



Ax Bx 0 0
Cx Dx 0 0
0 0 Ay By

0 0 Cy Dy


 . (40)
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dLQ “TOGO NADO RAZWERNUTX OSI X I Y NA UGOL α — α = 1
2
arctanK. pREDSTAWITX

MATRICU OB]EGO WIDA W SOGLASOWANNOJ SISTEME KOORDINAT MOVNO, PODEJSTWOWAW NA

NEË OPERATOROM KRUˆENIQ M0 = S(α) ·M · S(−α), GDE

Sα =




cosα 0 sinα 0
0 cosα 0 sinα

− sinα 0 cosα 0
0 sinα 0 cosα


 . (41)

oDNAKO TAKOJ ˆETYRËHMERNYJ FORMALIZM UDOBEN TOLXKO W RAMKAH PARAKSIALXNO-
GO PRIBLIVENIQ, S ISPOLXZOWANIEM KOTOROGO PROWODQTSQ OBYˆNO RASˆËTY OPTIˆESKIH

SISTEM.
kAK IZWESTNO, [6,19,20] I DR., INWARIANT lAGRANVA–gELXMGOLXCA NAKLADYWAET

SILXNEJ[IE OGRANIˆENIQ NA KONCENTRIRU@]IE WOZMOVNOSTI OPTIˆESKIH PRIBOROW.
pRI POPYTKE SKONSTRUIROWATX OPTIˆESKU@ SISTEMU NARU[A@]U@ USLOWIQ PRIME-
NIMOSTI (20), (22), (23) NEIZBEVNY POTERI SWETA. nAPRIMER, PRI RAZMERE PREDMETA

y1 = 10 MM I UGLE POLQ ZRENIQ OB˙EKTIWA u1 = 300, (n1 = n2 = 1) y1 sinu1 = 5,
ˆTO DAVE PRI UGLE u2 = 900, KOGDA sinu2 = 1, PREDPOLAGAET POLUˆENIE IZOBRAVENIQ

RAZMEROM NE MENEE 5 MM. bOLEE TOGO, KAK IZWESTNO [6], DLQ POLUˆENIQ KAˆESTWEN-
NOGO IZOBRAVENIQ OTNOSITELXNOE OTWERSTIE OB˙EKTIWA NE MOVET BYTX BOLX[E,
ˆEM 1 : 0.5 I TOLXKO DLQ OPTIˆESKIH SISTEM, OT KOTORYH NE TREBUETSQ IZOBRAVE-
NIE (PROVEKTORA, KONDENSORY I T.D.), WOZMOVNY OTNOSITELXNYE OTWERSTIQ 3 : 1;
5 : 1 I BOLX[E. dLQ KONCENTRIRU@]IH SISTEM BOLX[IE UGLY POLQ ZRENIQ OZNAˆA@T

BÓLX[IE SWETOWYE POTOKI.
pRIMENITELXNO K ADIABATIˆESKIM SWETOWODAM, KAK UKAZYWA@T MNOGIE AWTORY

[1,6,19,20,21,22], “TO OZNAˆAET WYPOLNENIE ZAKONA OTNO[ENIQ PLO]ADEJ: T.E. SWET

TERQETSQ PRI PEREHODE OT BÓLX[EJ PLO]ADI K MENX[EJ W OTNO[ENIE PLO]ADEJ RAZ

kPOTERX =
I1

I2
=
s1

s2
.

oDNAKO GEOMETRIˆESKAQ OPTIKA QWLQETSQ UDOBNYM, NO PRIBLIVENIEM, PO“TOMU WOZ-
MOVNY (I ONI SU]ESTWU@T) OTKLONENIQ OT EË PREDSKAZANIJ. uVE GEOMETRIˆESKIE

POSTROENIQ DLQ TOLSTOJ LINZY POKAZYWA@T PERESEˆENIE OPTIˆESKOJ OSI LUˆAMI, PA-
DA@]IMI NA LINZU POD RAZNYMI UGLAMI, W RAZNYH TOˆKAH (SFERIˆESKAQ ABBERACIQ).

pRI WYWODE INWARIANTA lAGRANVA–gELXMGOLXCA NE TOLXKO PRIHODITSQ ISPOLX-
ZOWATX PARAKSIALXNOE PRIBLIVENIE, NO I PRIBEGATX K NOWYM: PRIRAWNIWANI@ MA-
LOOTLIˆA@]IHSQ DLIN OTREZKOW I T.D.

sU]ESTWU@T OTKLONENIQ OT PREDSKAZANIJ W PRELOMLENII I OTRAVENII OT KRI-
WOLINEJNYH POWERHNOSTEJ [13], W OTRAVENII OT USILIWA@]IH SRED [23,24] I T.D.

pRI POPYTKE PROWERITX “KSPERIMENTALXNO WYPOLNENIE ZAKONA OTNO[ENIQ PLO-
]ADEJ W RABOTE [25], BYLO POKAZANO, ˆTO “TOT ZAKON NE WYPOLNQETSQ. —TO MOVET

OZNAˆATX KAK NADEVDU NA SOZDANIE BOLEE SOWER[ENNOGO SWETOWODA, TAK I NEDOSTA-
TOˆNO T]ATELXNOE WYPOLNENIE “KSPERIMENTOW, WWIDU NEOBHODIMOSTI IZGOTOWLENIQ
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BOLX[OGO KOLIˆESTWA PRECIZIONNO IZGOTOWLENNYH ADIABATIˆESKIH SWETOWODOW RAZ-
NYH RAZMEROW I FORM.

sLEDUET ZAMETITX, ˆTO PEREHOD W (24) K PONQTI@ FOKUSNOGO RASSTOQNIQ ODNO-
ZNAˆNO OPREDELQET I PEREHOD K GEOMETRIˆESKOJ OPTIKE. pRI “TOM TEOREMA lIUWILLQ

NE MOVET REGLAMENTIROWATX POWEDENIE PUˆKOW SWETA W OPTIˆESKOJ SISTEME, RASˆI-
TANNOJ PO ZAKONAM GEOMETRIˆESKOJ OPTIKI, NO DLQ SWETA, “TI ZAKONY NARU[A@]EGO

(STR. 9 ([13,23,24] I DR.).
wSE, ˆTO TREBUETSQ DLQ WYPOLNENIQ TEOREMY lIUWILLQ — “TO RAWENSTWO 1

DETERMINANTOW MATRIC PREOBRAZOWANIQ.

3. fORMALIZM RASˆËTOW NEPARAKSIALXNOJ OPTIKI

rIS. 8. hOD LUˆA W DWUHZERKALX-
NOJ SISTEME.

kAK POKAZANO W RABOTE [26], (SM. RIS.8) RASˆETY
W [ESTIMERNOM PROSTRANSTWE PREDOSTAWLQ@T NEKO-
TORYE PREIMU]ESTWA PO SRAWNENI@ S RASˆETAMI W

TREHMERNOM PROSTRANSTWE. w RABOTE [26] WYHOD-
NYE PARAMETRY MERIDIONALXNYH LUˆEJ NEKOTOROJ

OPTIˆESKOJ SISTEMY 
r2, 
g2 SWQZANY SO WHODNYMI


r0, 
g0 BEZ ISPOLXZOWANIQ PRIBLIVENIJ GEOMETRIˆE-
SKOJ OPTIKI (
r,
g — SOOTWETSTWENNO KOORDINATY

TOˆEK I NAPRAWLQ@]IE KOSINUSY LUˆEJ, ISHODQ-
]IH IZ “TIH TOˆEK):

x2 = x1 + g1x�1 == x0 + g0x�0 + g0x�1 − �1scal1 x21
a21
=

= x0
(
1− �1 scal1

a21

)
+ g0x

(
�0 + �1 − �0�1 scal1

a21

)
=

= x0
(
1− �1 scal1

a21

)
+ g0x

[
�0 + �1

(
1− �0 scal1

a21

)]
;

(42)

g2x = g1x − scal2 x1+g1x!1
a22

= −x1 scal2
a22
+ g1x

(
1− �1 scal2

a22

)
=

= − (x0 + g0x�0) scal2
a22
+
(
g0x − scal1 x0+g0x!0

a21

) (
1− �1 scal2

a22

)
=

= −x0
[

scal2
a22
+
(
1− �1 scal2

a22

)
scal1
a21

]
+ g0x

[
1− �0 scal1

a21
− �1 scal2

a22
− �0

(
1− �1 scal2

a22

)
scal1
a21

]
=

= −x0
[

scal2
a22
+
(
1− �1 scal2

a22

)
scal1
a21

]
+ g0x

[
−�0 scal2

a22
+
(
1− �0 scal1

a21

) (
1− �1 scal2

a22

)]
.

(43)

aNALOGIˆNYE WYRAVENIQ MOVNO ZAPISATX DLQ y2, g2y I DLQ z2, g2z, GDE (x,y,z) I
(gx, gy, gz) — SOOTWETSTWENNO KOORDINATNYE I UGLOWYE PEREMENNYE SISTEMY, � —

PARAMETR W URAWNENII LUˆA, scal = 2("g"n)
|n|2 — NEKOTORAQ PEREMENNAQ, WYRAVA@]AQSQ

ˆEREZ PARAMETRY SOOTWETSTWU@]EJ POWERHNOSTI (
n — NORMALX K POWERHNOSTI). —TI
URAWNENIQ MOVNO PREDSTAWITX W MATRIˆNOM WIDE DLQ RADIALXNO–SIMMETRIˆNYH
OTNOSITELXNO OSI OX POWERHNOSTEJ:
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


x2
y2
z2
g2x
g2y
g2z



=M6 ·




x0
y0
z0
g0x
g0y
g0z



=




1 0 0 �1 0 0
0 1 0 0 �1 0
0 0 1 0 0 �1

− scal2
a22

0 0 1− �1 scal2
a22

0 0

0 − scal2
b22

0 0 1− �1 scal2
b22

0

0 0 − scal2
b22

0 0 1− �1 scal2
b22



·

·




1 0 0 �0 0 0
0 1 0 0 �0 0
0 0 1 0 0 �0

− scal1
a21

0 0 1− �0 scal1
a21

0 0

0 − scal1
b21

0 0 1− �0 scal1
b21

0

0 0 − scal1
b21

0 0 1− �0 scal1
b21



·




x0
y0
z0
g0x
g0y
g0z



, (44)

GDE M6 OBOZNAˆENA MATRICA 6H6 S “LEMENTAMI:
M6
11 = 1 − �1 scal1

a21
, M6

12 = 0, M6
13 = 0, M

6
14 = �0 + �1

(
1− �0 scal1

a21

)
, M6

15 = 0, M
6
16 = 0,

M6
21 = 0, M

6
22 = 1− �1 scal1

b21
, M6

23 = 0, M
6
24 = 0, M

6
25 = �0 + �1

(
1− �0 scal1

b21

)
, M6

26 = 0,

M6
31 = 0, M

6
32 = 0, M

6
33 = 1− �1 scal1

c21
, M6

34 = 0, M
6
35 = 0, M

6
36 = �0 + �1

(
1− �0 scal1

c21

)
,

M6
41 = − scal2

a22
−
[

scal1
a21

(
1− �1 scal2

a22

)]
, M6

42 = 0, M
6
43 = 0,

M6
44 = �0

scal2
a22
+
(
1− �0 scal1

a21

) (
1− �1 scal2

a22

)
, M6

45 = 0, M
6
46 = 0,

M6
51 = 0, M

6
52 = − scal2

b22
−
[

scal1
b21

(
1− �1 scal2

b22

)]
, M6

53 = 0, M
6
54 = 0

M6
55 = �0

scal2
b22
+
(
1− �0 scal1

b21

) (
1− �1 scal2

b22

)
, M6

56 = 0,

M6
61 = 0, M

6
62 = 0, M

6
63 = − scal2

c22
−
[

scal1
c21

(
1− �1 scal2

c22

)]
, M6

64 = 0, M
6
65 = 0,

M6
66 = �0

scal2
c22
+
(
1− �0 scal1

c21

) (
1− �1 scal2

c22

)
,

T.E. [ESTX WELIˆIN PROSTRANSTWA PREDMETOW SWQZANY S [ESTX@ WELIˆINAMI PRO-
STRANSTWA IZOBRAVENIJ S POMO]X@ MATRICY [ESTOGO RANGA. nEPOSREDSTWENNYM

DIFFERENCIROWANIEM MOVNO UBEDITXSQ, ˆTO “TA MATRICA, KAK I SLEDOWaLO OVI-
DATX, PREDSTAWLQET SOBOJ QKOBIAN PEREHODA W [ESTIMERNOM INTEGRALE OT PEREMEN-
NYH (x0, y0, z0, g0x, g0y, g0z) K PEREMENNYM (x2, y2, z2, g2x, g2y, g2z), T.E. OT OBLASTI D0
K D2. nETRUDNO UBEDITXSQ, ˆTO KAK TREBUETSQ DLQ SOHRANENIQ FAZOWOGO OB˙ËMA [8],
WSE MATRICY IZ WYRAVENIQ (44) IME@T DETERMINANTY RAWNYE 1. —TO OZNAˆAET, ˆTO
RASSˆITATX IDEALXNU@ NEPARAKSIALXNU@ OPTIˆESKU@ SISTEMU SOHRANQ@]U@ FAZO-
WYJ OB˙ËM MOVNO. w “TOM PREDSTAWLENII QKOBIAN PEREHODA — LUˆEWAQ MATRICA

SISTEMY QWNO WYRAVEN ˆEREZ PARAMETRY OPTIˆESKIH POWERHNOSTEJ, ˆTO PREDOSTA-
WLQET ZNAˆITELXNYE WYˆISLITELXNYE PREIMU]ESTWA PRI OPREDELENII PARAMETROW

POWERHNOSTEJ.
kAK POKAZANO W RABOTE [26], IDEALXNAQ OPTIˆESKAQ SISTEMA IZ DWUH “LLIPSOIDOW

SPOSOBNA SFOKUSIROWATX LUˆI SWETA, ISPUSKAEMYE PREDMETOM W WIDE KOLXCA S DIA-
METROM 18 MM I TOL]INOJ 1 MM POD UGLAMI � +420 I � −420 K OSI SISTEMY W
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IZOBRAVENIE S DIAMETROM ∼ .01 MM. w PROCESSE RASˆËTOW WYQWILOSX SWOJSTWO ALGO-
RITMA KRAJNE REZKO REAGIROWATX NA NEBOLX[IE IZMENENIQ ISPOLXZUEMYH W RASˆËTE

WELIˆIN, NEBOLX[IE IZMENENIQ PARAMETROW ZAˆASTU@ PRIWODQT K NEPREDSKAZUEMYM

REZULXTATAM. —TO OZNAˆAET, ˆTO REALXNAQ SISTEMA DOLVNA IZGOTAWLIWATXSQ S WYSO-
KOJ TOˆNOSTX@. oDNAKO W DANNOJ RABOTE ZADAˆA ANALIZA TOˆNOSTNYH HARAKTERISTIK

ILI OTKLONENIJ OT IDEALXNOSTI NE STAWILASX.

zAKL@ˆENIE

aLGORITM PRIMENIM DLQ L@BYH SISTEM, PODˆINQ@]IHSQ URAWNENIQM gAMILX-
TONA: W OPTIKE PUˆKOW ˆASTIC, AKUSTIKE, RADIOTEHNIKE I T.D. w [ESTIMERNOM

PREDSTAWLENII LUˆEWAQ MATRICA SISTEME, QKOBIAN PEREHODA, QWNO WYRAVEN ˆEREZ

PARAMETRY OPTIˆESKIH POWERHNOSTEJ, ˆTO PREDOSTAWLQET ZNAˆITELXNYE WYˆISLI-
TELXNYE PREIMU]ESTWA PRI OPREDELENII PARAMETROW POWERHNOSTEJ I IH WZAIMNOGO

RASPOLOVENIQ. oDNAKO “TO NE EDINSTWENNOE PREIMU]ESTWO. pRI POLUˆENII QKOBI-
ANA NAM NE PONADOBILOSX DELATX NIKAKIH PRIBLIVENIJ, W TOM ˆISLE NE NUVNO

ISPOLXZOWATX PARAKSIALXNOE PRIBLIVENIE, A ZNAˆIT W “TOM PODHODE WLIQNIE TE-
OREMY lAGRANVA–gELXMGOLXCA SKAVETSQ TOLXKO W SLUˆAE PEREHODA K KONKRETNOJ

KONSTRUKCII, RASSˆITANNOJ, NAPRIMER, DLQ SLUˆAQ PARAKSIALXNYH PUˆKOW, KOGDA
“TA TEOREMA SPRAWEDLIWA. tOˆNO TAK VE TREBOWANIQ STIGMATIˆNOSTI I GOMOCEN-
TRIˆNOSTI SLUVAT POTREBNOSTQM POLUˆENIQ KAˆESTWENNOGO IZOBRAVENIQ.

pOLEZNO PO“TOMU, MINIMALXNO ISPOLXZUQ PRIWYˆNYE PRIëMY WYˆISLITELXNOJ

OPTIKI, RASSˆITATX OPTIˆESKU@ SISTEMU, NE PREDNAZNAˆENNU@ DLQ POLUˆENIQ IZO-
BRAVENIQ (NEIZOBRAVA@]AQ OPTIKA [3,4,27,28,29,30]). tAKOJ RASˆËT DWUHZERKALXNOJ

KONSTRUKCII S BOLX[IM UGLOM POLQ ZRENIQ WYPOLNEN W NA[EJ RABOTE [26] I PO-
KAZYWAET PRINCIPIALXNU@ RABOTOSPOSOBNOSTX ALGORITMA I RASSˆITYWAEMOJ S EGO

POMO]X@ KONSTRUKCII.
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