
����
gosudarstwennyj nau˜nyj centr rossijskoj federacii

institut fiziki wysokih —nergij

ifw— 96–96

otf

w.o. sOLOWXEW

nezawisimaq ot grani˜nyh uslowij algebra

w formalizme a–tekara

pROTWINO 1996



udk 539.1.01 m–24

aNNOTACIQ

sOLOWXEW w.o. nEZAWISIMAQ OT GRANIˆNYH USLOWIJ ALGEBRA W FORMALIZME a[TEKARA: pRE-
PRINT ifw— 96–96. – pROTWINO, 1996. – 20 S., BIBLIOGR.: 21.

rASSMATRIWAETSQ ALGEBRA GENERATOROW PROSTRANSTWENNYH DIFFEOMORFIZMOW I KALIBRO-
WOˆNYH PREOBRAZOWANIJ W KANONIˆESKOM FORMALIZME OB]EJ TEORII OTNOSITELXNOSTI W PERE-
MENNYH a[TEKARA I adm. iSPOLXZUETSQ PREDLOVENNAQ RANEE MODIFIKACIQ POLEWOJ SKOB-
KI pUASSONA POWERHNOSTNYMI ˆLENAMI, KOTORAQ POZWOLQET RASSMATRIWATX W KAˆESTWE DOPU-
STIMYH WSE LOKALXNYE FUNKCIONALY. pOKAZANO, ˆTO ZAMYKANIE UKAZANNOJ ALGEBRY MOVNO

OBESPEˆITX E]E DO NALOVENIQ GRANIˆNYH USLOWIJ PUTEM WYBORA POWERHNOSTNYH ˆLENOW W

WYRAVENIQH GENERATOROW. pRI “TOM SU]ESTWENNO, ˆTO NA GRANICE PUASSONOWA STRUKTURA DLQ

PEREMENNYH a[TEKARA OTLIˆNA OT KANONIˆESKOJ.

Abstract

Soloviev V.O. Boundary Conditions Free Poisson Algebra in Ashtekar’s Formalism: IHEP
Preprint 96–96. – Protvino, 1996. – p. 20, refs.: 21.

The algebra of spatial diffeomorfism and gauge transformation generators is studied in the
canonical formalism of General Relativity in Ashtekar and ADM variables. The previously pro-
posed modification of field theory Poisson bracket by surface terms is exploited. It permits to
consider all local functionals as admissible. It is shown that this algebra can be closed even
before the fixing of boundary conditions due to special choice of surface terms in the generators.
Here it is essential that the Poisson structure for the Ashtekar variables is not canonical on the
boundary.
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wWEDENIE

pRINQTO SˆITATX, ˆTO W GAMILXTONOWOM FORMALIZME TEORII POLQ MOGUT IMETX

SMYSL TOLXKO SKOBKI pUASSONA MEVDU “DIFFERENCIRUEMYMI” FUNKCIONALAMI [1],
[2]. tAK NAZYWA@T FUNKCIONALY, WARIACIQ KOTORYH NE SODERVIT GRANIˆNOGO WKLADA.
oDNAKO SAMO PO SEBE “TO OGRANIˆENIE QWLQETSQ IZLI[NIM. tAK, W RABOTAH [3], [4],
[5] FAKTIˆESKI PREDLAGALOSX WYJTI ZA EGO RAMKI PUTEM IZMENENIQ TRADICIONNOJ

FORMULY DLQ SKOBOK pUASSONA. nEDAWNO MY POKAZALI [6], [7], ˆTO TAKAQ MODIFIKA-
CIQ WOZMOVNA I W WESXMA OB]EM SLUˆAE PROIZWOLXNYH LOKALXNYH FUNKCIONALOW,
TAK ˆTO NOWAQ SKOBKA UDOWLETWORQET TOVDESTWU qKOBI I TREBOWANIQM ANTISIM-
METRII I ZAMKNUTOSTI E]E DO NALOVENIQ KAKIH-LIBO GRANIˆNYH USLOWIJ. tAKIM

OBRAZOM, NOWAQ FORMULA OPREDELQET ALGEBRU SKOBOK pUASSONA DLQ WSEH LOKALXNYH

FUNKCIONALOW, A NE TOLXKO DLQ “DIFFERENCIRUEMYH”, KAK W STANDARTNOM PODHODE.
nAM PREDSTAWLQETSQ, ˆTO GRANIˆNYE USLOWIQ DOLVNY BYTX PRINQTY WO WNIMANIE

NA SLEDU@]EM [AGE PODOBNO KALIBROWOˆNYM USLOWIQM, UˆET KOTORYH OZNAˆAET LI[X

POSLEDU@]U@ REDUKCI@ ISHODNOJ PUASSONOWOJ STRUKTURY.
w NASTOQ]EJ RABOTE NA KONKRETNOM PRIMERE BUDET POKAZANO, KAK S POMO]X@

NOWOGO OPREDELENIQ SKOBKI pUASSONA [6], [7] IZWESTNYE ALGEBRY MOGUT BYTX RE-
ALIZOWANY NEZAWISIMO OT WYBORA GRANIˆNYH USLOWIJ. rASSMATRIWAEMYE PRIME-
RY PREDSTAWLQ@T SOBOJ KANONIˆESKIJ FORMALIZM OB]EJ TEORII OTNOSITELXNOSTI

W PEREMENNYH a[TEKARA I adm. oSOBENNOSTX@ PODHODA a[TEKARA QWLQETSQ IS-
POLXZOWANIE PREOBRAZOWANIQ PEREMENNYH, KOTOROE PRI UˆETE POWERHNOSTNYH ˆLENOW

OTLIˆAETSQ OT KANONIˆESKOGO [8]. pODOBNAQ NEKANONIˆNOSTX NEDAWNO OBSUVDALASX

TAKVE W RABOTE [9].
sODERVANIE DANNOJ RABOTY SOSTOIT W SLEDU@]EM. nAPOMNIW OSNOWNYE PONQTIQ

GAMILXTONOWA FORMALIZMA TEORII GRAWITACII W PEREMENNYH aRNOWITTA, dEZERA I

mIZNERA (adm) [10], MY ANALIZIRUEM ZAMENY PEREMENNYH, WEDU]IE K FORMALIZ-
MU a[TEKARA. pOSLE “TOGO IZLAGAETSQ MOTIWIROWKA WWEDENIQ NOWOJ FORMULY DLQ

SKOBOK pUASSONA W TEORII POLQ. eE PRIMENENIE PERWONAˆALXNO ILL@STRIRUETSQ W

PODHODE adm. pREOBRAZOWANIE K PEREMENNYM a[TEKARA WEDET K POQWLENI@ NE-
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OBYˆNOGO POWERHNOSTNOGO WKLADA, KOTORYJ NARU[AET KANONIˆNOSTX. oDNAKO IMENNO

“TOT WKLAD POZWOLQET SOHRANITX ALGEBRU GENERATOROW, NAJDENNU@ PERWONAˆALXNO W

PEREMENNYH adm.

1. fORMALIZM adm

pROSTRANSTWO-WREMQ MOVET BYTX PONQTO KAK 4-MNOGOOBRAZIE, WOZNIKA@]EE W

REZULXTATE WREMENNÓJ “WOL@CII GEOMETRII 3-MERNOJ PROSTRANSTWENNOPODOBNOJ GI-
PERPOWERHNOSTI. pRI “TOM DINAMIˆESKIMI PEREMENNYMI QWLQ@TSQ POLQ RIMANOWA

METRIˆESKOGO TENZORA γij(xk), TAK ˆTO γijdx
idxj ≥ 0, I TENZORNOJ PLOTNOSTI SOPRQ-

VENNYH IMPULXSOW πij(xk), KOTORAQ LINEJNO SWQZANA S TENZOROM WNE[NEJ KRIWIZNY

GIPERPOWERHNOSTI Kij(x
k)

πij = −√γ(Kij − γijK), (1)

GDE γij ESTX OBRATNAQ K γij MATRICA, K = γijKij , γ = det|γij |, LATINSKIE INDEKSY

SOOTWETSTWU@T PROSTRANSTWENNYM KOORDINATAM I PROBEGA@T ZNAˆENIQ 1, 2, 3. zNAK
SUMMIROWANIQ WEZDE OPUSKAETSQ.

nAPRAWLENIE “WOL@CII W KAVDOJ TOˆKE GIPERPOWERHNOSTI ZADAETSQ WREMENIPO-
DOBNYM 4-WEKTOROM Nα, KOMPONENTY KOTOROGO N(xk, t), N i(xk, t) DOLVNY UDOWLETWO-
RQTX NERAWENSTWU

N2 ≥ γijN
iN j . (2)

dINAMIˆESKIE URAWNENIQ POROVDA@TSQ GAMILXTONIANOM

H =
∫
Ω

(
NH+N iHi

)
d3x, (3)

KOTORYJ QWLQETSQ LINEJNOJ KOMBINACIEJ SWQZEJ

H = − 1√
γ

(
γR +

π2

2
− Spπ2

)
, Hi = −2πji|j, (4)

I KANONIˆESKOJ SKOBKOJ pUASSONA

{
γij(x), π

kl(y)
}
= δklij δ(x, y) ≡

1

2

(
δki δ

l
j + δkj δ

l
i

)
δ(x, y), (5)

TAK ˆTO

γ̇ij = {γij , H}, π̇ij = {πij, H}. (6)

dLQ QWNOGO WOSSTANOWLENIQ 4-MERNOJ GEOMETRII PROSTRANSTWA-WREMENI W PROIZ-
WOLXNYH KOORDINATAH Xα, α = 0, 1, 2, 3 SLEDUET ZADATX DOPOLNITELXNO 4 FUNKCII,
SWQZYWA@]IE IH S KOORDINATAMI (xk, t)

Xα = eα(xk, t). (7)
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eSLI t1 SOOTWETSTWUET NAˆALU, A t2 — KONCU WREMENNOJ “WOL@CII, TO PRI KAVDOM

FIKSIROWANNOM ZNAˆENII t1 ≤ t ≤ t2 URAWNENIQ (7) OPREDELQ@T WLOVENIE SOOTWET-
STWU@]EJ “TOMU ZNAˆENI@ GIPERPOWERHNOSTI W PROSTRANSTWO-WREMQ. tOGDA FUNKCII

N(xk, t), N i(xk, t) NADO PONIMATX KAK KOMPONENTY RAZLOVENIQ 4-WEKTORA Nα,

Nα = ėα = Nnα +N ieαi , (8)

PO BAZISU (nα, eαi ), SOPOSTAWLENNOMU GIPERPOWERHNOSTI t = const W KAVDOJ EE TOˆKE,
PRIˆEM

eαi =
∂eα

∂xi
, nαe

α
i = 0, nαnα = −1. (9)

nAJDQ KOMPONENTY WEKTORA EDINIˆNOJ NORMALI nα IZ (8) MY POLUˆAEM ISKOMU@

METRIKU PROSTRANSTWA-WREMENI

gαβ = −nαnβ + eαi e
β
j γ
ij. (10)

pODROBNOE OBSUVDENIE KOWARIANTNOGO GAMILXTONOWA FORMALIZMA MOVNO NAJTI W

RABOTAH kUHARVA[11].
uRAWNENIQ (6) PRIGODNY NE TOLXKO DLQ OPISANIQ WREMENNOJ “WOL@CII, NO I,

NAPRIMER, DLQ OPISANIQ PREOBRAZOWANIJ PROSTRANSTWENNYH KOORDINAT NA FIKSIRO-
WANNOJ GIPERPOWERHNOSTI PRI N = 0:

γ̇ij = L �Nγij = Ni|j +Nj|i, (11)

π̇ij = L �Nπij = −N i |kπkj −N j|kπ
ik +

(
Nkπij

)
|k, (12)

GDE L �N — PROIZWODNAQ lI PO NAPRAWLENI@ WEKTORNOGO POLQ N i. rAZUMEETSQ, PERE-
MENNAQ t W “TOM SLUˆAE NIKAK NE MOVET SˆITATXSQ WREMENEM.

oTMETIM, ˆTO DLQ GAMILXTONIANA KAK GENERATORA PREOBRAZOWANIJ KOORDINAT

(xk, t), ZADAWAEMYH FUNKCIQMI N,N i, IMEET MESTO PUASSONOWA ALGEBRA

{
H(N,N i), H(M,M j)

}
= H(L,Lk), (13)

GDE

L = N iM,i −M iN,i, Lk = γki(NM,i −MN,i) +N iMk
,i −M iNk,i. (14)

nA “LOKALXNOM” QZYKE “TI RAWENSTWA OBYˆNO PREDSTAWLQ@T W WIDE

{H(x),H(y)} =
(
γik(x)Hk(x) + γik(y)Hk(y)

)
δ,i(x, y),

{Hi(x),Hk(y)} = Hi(y)δ,k(x, y) +Hk(x)δ,i(x, y),
{Hi(x),H(y)} = H(x)δ,i(x, y). (15)

bLAGODARQ “TIM SOOTNO[ENIQM OBESPEˆIWAETSQ “NEZAWISIMOSTX OT PUTI”[12], T.E.
NEZAWISIMOSTX POLUˆAEMOJ W REZULXTATE INTEGRIROWANIQ URAWNENIJ DWIVENIQ (6)
4-GEOMETRII OT WYBORA FUNKCIJ N(xk, t), N i(xk, t) PRI FIKSIROWANNYH NAˆALE I KON-
CE “WOL@CII. sOOTNO[ENIQ (14) W OB]EM SLUˆAE NE ZADA@T ALGEBRY lI, TAK KAK
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W NIH WHODIT DINAMIˆESKAQ PEREMENNAQ γki. oDNAKO DLQ PREOBRAZOWANIJ PROSTRAN-
STWENNYH KOORDINAT, T.E. PRI N = M = 0 ALGEBRA lI IMEET MESTO{

H(N i), H(M j)
}
= H

(
[N,M ]k

)
, (16)

GDE

[N,M ]k = N iMk
,i −M iNk,i. (17)

eSTESTWENNO OVIDATX, ˆTO SOOTNO[ENIQ (14), (16) NE ZAWISQT OT WYBORA PEREMENNYH

I SOHRANQTSQ PRI IH ZAMENAH. oDNU IZ TAKIH ZAMEN MY I NAMERENY RASSMOTRETX W

SLEDU@]EJ GLAWE.
w SLUˆAE, KOGDA GIPERPOWERHNOSTX IMEET GRANICU (W TOM ˆISLE I BESKONEˆNO

UDALENNU@), WSE WY[ESKAZANNOE TREBUET BOLEE DETALXNOGO RASSMOTRENIQ. gAMILX-
TONIAN MOVET OTLIˆATXSQ OT (3) NA POWERHNOSTNYE INTEGRALY PO GRANICE, KAK,
NAPRIMER, W RABOTAH [1], [13]. mY PEREJDEM K “TOMU SLUˆA@ POZVE.

2. pREOBRAZOWANIE a[TEKARA

wMESTO METRIˆESKOGO TENZORA γij WWEDEM TRIADY Eai , TAK ˆTO γij = Eai E
a
j ,

a = 1, 2, 3. oBRATNYE K TRIADAM MATRICY BUDEM OBOZNAˆATX Eia, T.E. Eai E
j
a = δji ,

Eai E
i
b = δab . pOSKOLXKU γkjγji = γkjEajE

a
i = δki , TO OBRATNU@ MATRICU MOVNO POLU-

ˆITX PODNIMAQ INDEKS S POMO]X@ γkj, Eka = Eka = γkjEaj . pOLOVENIE WNUTRENNEGO

INDEKSA a BEZRAZLIˆNO. nETRUDNO TAKVE UBEDITXSQ, ˆTO

γij = EiaEja, γ = det|Eai Eaj | = (det|Eai |)2 = E2. (18)

wWEDEM SOPRQVENNYE K POLQM TRIAD IMPULXSY πia{
Eai (x), π

j
b(y)

}
= δji δ

a
b δ(x, y), (19)

KOTORYE LEGKO SWQZATX S IMPULXSAMI πij

πij =
1

4

(
πiaE

j
a + πjaE

i
a

)
. (20)

pRI “TOM OKAZYWAETSQ, ˆTO SKOBKI pUASSONA DLQ PEREMENNYH adm ˆASTIˆNO IZME-
NQ@TSQ {

γij(x), π
kl(y)

}
= δklij δ(x, y), {γij(x), γkl(y)} = 0, (21)

NO {
πij(x), πkl(y)

}
=

1

4

(
γikMjl + γilMjk + γjkMil + γjlMik

)
δ(x, y), (22)

GDE

Mij =
1

4

(
Eiaπja − Ejaπia

)
=M[ij]. (23)

sOHRANENIE SOOTWETSTWIQ PUASSONOWYH STRUKTUR TREBUET NALOVENIQ SWQZEJMij = 0,
ˆTO OBESPEˆIWAET TAKVE SOHRANENIE ˆISLA STEPENEJ SWOBODY (SIMMETRIˆNYJ TENZOR
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γij(x) OPREDELQLSQ W KAVDOJ TOˆKE 6 ˆISLAMI, A MATRICA TRIADY Eai (x) SODERVIT 9
NEZAWISIMYH KOMPONENT). mOVNO “KWIWALENTNYM OBRAZOM PREDSTAWITX SWQZI W WIDE

Jab ≡ J [ab] = 0, GDE Jab =MijEai E
b
j . (24)

pRI “TOM SWQZI NAHODQTSQ W INWOL@CII

{
Mij(x),Mkl(y)

}
=

1

4

(
γikMjl − γilMjk − γjkMil + γjlMik

)
δ(x, y). (25)

rAZUMEETSQ, WYBOR (Eai , π
i
a) W KAˆESTWE KANONIˆESKIH PEREMENNYH NE QWLQETSQ EDIN-

STWENNYM. s TOˆKI ZRENIQ PREDSTOQ]EGO PEREHODA K PEREMENNYM a[TEKARA, UDOBNEE
ISPOLXZOWATX PEREMENNYE

(
Ẽia, Kai

)
, TAK ˆTO

Ẽia = EEia, Kai = KijE
ja + E−1EibJab, (26)

TOGDA {
Ẽia(x), Kbj(y)

}
=

1

2
δijδ
abδ(x, y), (27)

{
Ẽia(x), Ẽjb(y)

}
= 0,

{
Kai (x), K

b
j(y)

}
= 0. (28)

w RABOTAH [14] a[TEKAROM BYLO PREDLOVENO ZAMEˆATELXNOE PREOBRAZOWANIE, KO-
TOROE POZWOLILO PREDSTAWITX PLOTNOSTX GRAWITACIONNOGO GAMILXTONIANA W WIDE

POLINOMA ˆETWERTOJ STEPENI PO KANONIˆESKIM PEREMENNYM. nA[E IZLOVENIE SLE-
DUET W OSNOWNOM RABOTE [15]. pREOBRAZOWANIE a[TEKARA ANALOGIˆNO KANONIˆESKIM

PREOBRAZOWANIQM KLASSIˆESKOJ MEHANIKI WIDA

qA → qA, pA → pA +
∂F (q)

∂qA
. (29)

w DANNOM SLUˆAE WMESTO POROVDA@]EJ PREOBRAZOWANIE FUNKCII F (q) ISPOLXZUETSQ
FUNKCIONAL

F = F
[
Ẽia

]
=
∫
Ω

ẼiaΓai d
3x, (30)

GDE

Γai =
1

2
εabcEjcE

jb
|i. (31)

A WMESTO ˆASTNOJ PROIZWODNOJ PO KOORDINATE — WARIACIONNAQ PROIZWODNAQ —JLERA-
lAGRANVA

δF

δẼia
= Γai . (32)

eSLI NE PRINIMATX WO WNIMANIE POWERHNOSTNYE ˆLENY, TO TAKOE PREOBRAZOWANIE

BUDET KANONIˆESKIM. a[TEKAROM ODNOWREMENNO WWODITSQ KOMPLEKSNAQ PARAMETRIZA-
CIQ, TAK ˆTO NOWOJ PEREMENNOJ QWLQETSQ SWQZNOSTX

Aai = iKai + Γai , (33)
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PRIˆEM {
Ẽia(x), Abj(y)

}
=

i

2
δijδ
abδ(x, y), (34)

{
Ẽia(x), Ẽjb(y)

}
= 0,

{
Aai (x), A

b
j(y)

}
= 0. (35)

zAMENA PEREMENNYH W GAMILXTONIANE PRIWODIT, S TOˆNOSTX@ DO POWERHNOSTNYH

ˆLENOW, K ANALIZU KOTORYH MY PEREJDEM W SLEDU@]IH GLAWAH, K WYRAVENI@

H =
∫
Ω

(
N εabcẼiaẼjbF cij +N i2iẼjaF aij + ξ̂a2DiẼia

)
d3x. (36)

zDESX

DiẼia ≡ iεabcJ bc ≡ iεabcEibEjcMij, (37)

A NOWAQ KOWARIANTNAQ PROIZWODNAQ Di OPREDELQETSQ FORMULOJ

Diλka = λka|i + εabcAbiλ
kc. (38)

kRIWIZNA SWQZNOSTI Aai NAHODITSQ IZ SOOTNO[ENIQ

(DiDj −DjDi)λa = εabcF bijλ
c, (39)

TAK ˆTO,
F aij = ∂iA

a
j − ∂jA

a
i + εabcAbiA

c
j. (40)

oTMETIM, ˆTO W “TOJ RABOTE, KAK I W RABOTE [8], SWQZI I GAMILXTONIAN OTLIˆA@TSQ

MNOVITELEM 2, A SKOBKA pUASSONA — MNOVITELEM 1/2 OT PRIWEDENNYH W PUBLIKACIQH

[14]. uRAWNENIQ DWIVENIQ PRI “TOM SOWPADA@T. mY PREDPOˆITAEM POLXZOWATXSQ

DANNYMI OBOZNAˆENIQMI, POSKOLXKU TOGDA LAGRANVEW MNOVITELX N i SOWPADAET S

MNOVITELEM adm-FORMALIZMA, A N = E−1N .
pRIWEDEM DLQ SRAWNENIQ S adm-FORMALIZMOM (15) I ALGEBRU GENERATOROW (36)

{H(N , N i, ξ̂a), H(M,M j, η̂b)} = H(L, Lk, λ̂c), (41)

GDE

L = NkM,k −MNk,k −MkN,k +NMk
,k,

Lk = ẼkaẼja (NM,j −MN,j) +N jMk
,j −M jNk,j,

λ̂c = iεcabξ̂aη̂b +
i

2
F cjk(N

jMk −M jNk) + εcabF ajkẼ
kbN jM.

dALEE W “TOJ RABOTE NAS BUDET INTERESOWATX SITUACIQ, KOGDA POWERHNOSTNYE ˆLENY

IGRA@T SU]ESTWENNU@ ROLX. bUDET POKAZANO, ˆTO W “TOM SLUˆAE PREOBRAZOWANIE

a[TEKARA OTLIˆNO OT KANONIˆESKOGO, A IMENNO:{
Aai (x), A

b
j(y)

}
�= 0. (42)
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3. pOWERHNOSTNYE ˆLENY I NOWAQ FORMULA DLQ SKOBOK

pUASSONA

nAPOMNIM, ˆTO S GEOMETRIˆESKOJ TOˆKI ZRENIQ SKOBKA pUASSONA OBRAZOWANA SLE-
DU@]IM OBRAZOM

{F,G} = dG (dF Ψ), (43)

GDE d — DIFFERENCIAL (1-FORMA), Ψ — PUASSONOW BIWEKTOR (SKOBKA sHOUTENA-
nEJENHEJSA EGO S SAMIM SOBOJ RAWNA NUL@), ZNAK OBOZNAˆAET OPERACI@ WNUTREN-
NEGO UMNOVENIQ (ZDESX 1-FORM NA BIWEKTOR I NA 1-WEKTOR).

w TEORII POLQ OBYˆNO PREDPOLAGAETSQ,1ˆTO

• F,G — LOKALXNYE FUNKCIONALY,

F =
∫
Ω

f (φA(x), ∂iφA, ∂i∂jφA, . . .) d
nx ≡

∫
Ω

f
(
φ
(J)
A (x)

)
dnx; (44)

• DIFFERENCIAL OPREDELQETSQ WARIACIONNOJ PROIZWODNOJ —JLERA-lAGRANVA,2

dF =
∫
Ω

δF

δφA
δφAd

nx, (45)

δF

δφA
=

∂f

∂φA
−Di

∂f

∂φA,i
+DiDj

∂f

∂φA,ij
+ . . . = (−1)|J|DJ ∂f

∂φ
(J)
A

; (46)

• KO“FFICIENTY ÎAB PUASSONOWA BIWEKTORA,

Ψ =
1

2

∫
Ω

δ

δφA
∧ ÎAB δ

δφB
dnx, (47)

OPREDELQ@TSQ IZ FUNDAMENTALXNYH SKOBOK POLEJ, KOTORYE TAKVE LOKALXNY,
T.E.

{φA(x), φB(y)} = ÎABδ(x, y); (48)

• WNUTRENNEE PROIZWEDENIE 1-FORMY I, NAPRIMER, 1-WEKTORA (INTEGRIROWANIEM
PO ˆASTQM IH WSEGDA MOVNO PRIWESTI K WIDU, NAZYWAEMOMU KANONIˆESKIM)
ESTX

α ψ =


∫
Ω

αAδφAd
nx





∫
Ω

ψB
δ

δφB
dnx


 =

∫
Ω

αAψAd
nx. (49)

1w “TOJ STATXE MY STARAEMSQ IZBEGATX MULXTIINDEKSNYH OBOZNAˆENIJ J = (j1, . . . , jn), |J | =
j1+. . .+jn, ∂J = ∂|J|

∂j1x1...∂jnxn
, KOTORYE QWLQ@TSQ OSNOWNYMI W RABOTAH [6], [7].oNI PRIWODQTSQ TOLXKO

W “TOJ GLAWE, PARALLELXNO SO STANDARTNYMI, DLQ ILL@STRACII WOZNIKA@]EJ “KONOMII MESTA.
2mY OBOZNAˆAEM Di POLNU@ ˆASTNU@ PROIZWODNU@ Di =

∂
∂xi +φ

J+i ∂
∂φJ , PRIˆEM DJ = D1

i1 ...Dn
in .
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pOLUˆA@]AQSQ W REZULXTATE, SOGLASNO (43), SKOBKA pUASSONA DAETSQ FORMULOJ

{F,G} =
∫
Ω

δF

δφA
ÎAB

δG

δφB
dnx, (50)

GDE W PROSTEJ[EM SLUˆAE KANONIˆESKIH PEREMENNYH φA = (qα, pα) OPERATOR ÎAB ESTX

POSTOQNNAQ ANTISIMMETRIˆNAQ MATRICA

Î =

(
0 δαβ
−δαβ 0

)
, (51)

A W OB]EM SLUˆAE ÎAB QWLQETSQ ANTISIMMETRIˆNYM DIFFERENCIALXNYM OPERATO-
ROM L@BOGO KONEˆNOGO PORQDKA S KO“FFICIENTAMI, ZAWISQ]IMI OT POLEJ φA I IH

PROIZWODNYH (TAKVE PROIZWOLXNOGO KONEˆNOGO PORQDKA),

ÎAB = −Î∗BA, (52)

GDE

ÎAB = I
(0)
AB + I

(i)
ABDi + I

(ij)
ABDiDj + . . . = IKABDK , (53)

Î∗AB = I
(0)
BA−Di ◦ I (i)BA +DiDj ◦ I (ij)BA − . . . = (−1)|K|DK ◦ IKBA. (54)

pRIWEDENNAQ FORMULA DLQ SKOBKI pUASSONA (50) IMEET W TEORII POLQ STROGOE OBO-
SNOWANIE (W RAMKAH TAK NAZYWAEMOGO FORMALXNOGO WARIACIONNOGO ISˆISLENIQ [17],
[18], [19]) PRI “HORO[IH” GRANIˆNYH USLOWIQH, T.E. KOGDA L@BYE INTEGRALY OT

POLNYH DIWERGENCIJ OBRA]A@TSQ W NULX.
oDNAKO W FIZIKE, W ˆASTNOSTI W GAMILXTONOWOM FORMALIZME TEORII GRAWITA-

CII, PRIHODITSQ IMETX DELO I S TAKIMI ZADAˆAMI, GDE “TO USLOWIE NE WYPOLNQET-
SQ. nAPRIMER, PRI RASSMOTRENII ASIMPTOTIˆESKI PLOSKOGO PROSTRANSTWA-WREMENI
GAMILXTONIAN (3) DOLVEN BYTX DOPOLNEN POWERHNOSTNYMI INTEGRALAMI SPECIALX-
NOGO WIDA [1], [13]. oKAZYWAETSQ, ˆTO TEM NE MENEE I ZDESX MOVNO ISPOLXZOWATX

STANDARTNU@ FORMULU DLQ SKOBKI pUASSONA, ESLI OGRANIˆITXSQ KLASSOM “DIFFE-
RENCIRUEMYH” GAMILXTONIANOW, NE SODERVA]IH POWERHNOSTNYH INTEGRALOW W SWOIH

WARIACIQH. pRI “TOM UDAETSQ SOHRANITX OPREDELENIE DIFFERENCIALA ˆEREZ PROIZ-
WODNU@ —JLERA-lAGRANVA. w RABOTE [16] BYLO POKAZANO, ˆTO PRI ASIMPTOTIˆESKIH

GRANIˆNYH USLOWIQH NA PROSTRANSTWENNOJ BESKONEˆNOSTI, PRINQTYH W [1], [13], SKOB-
KA pUASSONA NE WYWODIT IZ KLASSA “DIFFERENCIRUEMYH” FUNKCIONALOW. nEPOSRED-
STWENNOJ PROWERKOJ MOVNO UBEDITXSQ I W SPRAWEDLIWOSTI TOVDESTWA qKOBI PRI TEH

VE USLOWIQH.
w TO VE WREMQ, W UKAZANNYH RABOTAH OSTA@TSQ NEQSNOSTI. nAPRIMER, WYˆISLQQ

SKOBKI pUASSONA GENERATOROW adm-FORMALIZMA PO FORMULE (50) PRI GRANIˆNYH

USLOWIQH RABOT [1], [13], MY POLUˆAEM SNOWA ANALOGIˆNYE GENERATORY, WKL@ˆA@]IE

NUVNYE POWERHNOSTNYE ˆLENY, ALGEBRA ZAMYKAETSQ ANALOGIˆNO (13), (14). s DRUGOJ

STORONY, NAHOVDENIE SKOBKI PO TAKIM FORMULAM, KAK

{H(N), H(M)} =
∫
Ω

∫
Ω

N(x)M(y){H(x),H(y)}d3xd3y, (55)
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S POMO]X@ ALGEBRY SWQZEJ (15) NE POZWOLQET POLUˆITX NUVNYH POWERHNOSTNYH

INTEGRALOW. pRIˆINA W TOM, ˆTO WOZNIKA@]IE W PROMEVUTOˆNYH WYˆISLENIQH IN-
TEGRALY TIPA ∫

Ω

∫
Ω

ξ(x)η(y)

(
∂

∂x

)m(
∂

∂y

)n
δ(x, y), (56)

ODNOZNAˆNO OPREDELENY LI[X PRI OBRA]ENII W NULX WSEH POWERHNOSTNYH INTEGRALOW,
A PRI GRANIˆNYH USLOWIQH RABOT [1], [13] “TO NE TAK.

w SEREDINE 80-H GODOW POQWILISX PUBLIKACII [3], [4], [5], WYWODQ]IE ZA RAM-
KI OPISANNOGO KLASSA “DIFFERENCIRUEMYH” FUNKCIONALOW. w NIH RASSMATRIWALISX

FUNKCIONALY, WARIACII KOTORYH MOGLI IMETX POWERHNOSTNYE SOSTAWLQ@]IE, NO

NE PROIZWOLXNYE, A SPECIALXNOGO WIDA. s NEIZBEVNOSTX@ OKAZYWALOSX, ˆTO STAN-
DARTNAQ FORMULA DLQ SKOBOK pUASSONA TOGDA NEPRIMENIMA, DLQ NEE NARU[ALOSX

TOVDESTWO qKOBI. pREDLAGALISX NOWYE FORMULY, OTLIˆA@]IESQ OT STANDARTNOJ

POWERHNOSTNYMI ˆLENAMI.
nEDAWNO NAM UDALOSX POKAZATX, ˆTO WOZMOVEN WESXMA OB]IJ PODHOD K NETRIWI-

ALXNYM GRANIˆNYM ZADAˆAM, OSNOWANNYJ NA RAS[IRENII FORMALXNOGO WARIACIONNO-
GO ISˆISLENIQ NA POLNYE DIWERGENCII. nA OSNOWE “TOGO PODHODA POLUˆENA FORMULA

DLQ SKOBKI pUASSONA, KOTORAQ OPREDELENA DLQ WSEH LOKALXNYH FUNKCIONALOW, NEZA-
WISIMO OT WYBORA GRANIˆNYH USLOWIJ. —TA SITUACIQ PREDSTAWLQETSQ ANALOGIˆNOJ

SITUACII S NALOVENIEM KALIBROWOK W KALIBROWOˆNO-INWARIANTNYH TEORIQH. sKOBKA
pUASSONA W OBOIH SLUˆAQH IZWESTNA NAM ZARANEE, DO NALOVENIQ GRANIˆNYH USLOWIJ

ILI, SOOTWETSTWENNO, KALIBROWOK, WYBOR KOTORYH DO IZWESTNOJ STEPENI PROIZWOLEN.
pOSLE VE SDELANNOGO WYBORA SKOBKA pUASSONA DOLVNA IZMENITXSQ, I “TA IZMENENNAQ

SKOBKA POLUˆAET NAZWANIE SKOBKI dIRAKA. k SOVALENI@, QWNAQ DEMONSTRACIQ TAKOJ

PROCEDURY W SLUˆAE GRANIˆNYH USLOWIJ POKA OTSUTSTWUET.
nOWAQ FORMULA DLQ SKOBKI pUASSONA WOZNIKAET KAK REZULXTAT OBOB]ENIQ WSEH

TREH EE “SOSTAWLQ@]IH”: DIFFERENCIALA, PUASSONOWA BIWEKTORA I OPERACII SPA-
RIWANIQ. —TO NEOBHODIMO, ESLI MY HOTIM SOHRANITX WSE POWERHNOSTNYE ˆLENY W

WYRAVENIQH FUNKCIONALOW, m-FORM I m-WEKTOROW.
dIFFERENCIAL LOKALXNOGO FUNKCIONALA BUDET TEPERX EGO POLNOJ WARIACIEJ BEZ

OTBRASYWANIQ GRANIˆNYH WKLADOW

dF =
∫
Ω

f ′AδφAd
nx, (57)

GDE WWODITSQ PROIZWODNAQ fRE[E

f ′A =
∂f

∂φA
+

∂f

∂φA,i
Di +

∂f

∂φA,ij
DiDj + . . . =

∂f

∂φ
(J)
A

DJ . (58)

˜ASTO UDOBNO ISPOLXZOWATX SIMMETRIZOWANNYE KOWARIANTNYE PROIZWODNYE WMESTO

ˆASTNYH

f ′A =
∂f

∂φA
+

∂f

∂(∇iφA)∇i +
∂f

∂(∇(i∇j)φA)∇(i∇j) + . . . (59)
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pOLEZNA TAKVE ZAPISX ˆEREZ WYS[IE “JLEROWY OPERATORY [17]

dF =
∫
Ω

(
E0A(f)δφA +Di

(
E1,iA (f)δφA

)
+DiDj

(
E2,ijA (f)δφA

)
+ . . .

)
dnx =

=
∫
Ω

DJ
(
EJA(f)δφA

)
dnx, EJA(f) = (−1)|J|+|K|

(
K

J

)
DK−J

∂f

∂φ
(K)
A

, (60)

PRIˆEM OPERATOROM NULEWOGO PORQDKA E0A QWLQETSQ OBYˆNAQ WARIACIONNAQ PROIZWOD-
NAQ —JLERA-lAGRANVA (46). tRETIJ SPOSOB ZAPISI ISPOLXZUET FORMALXNYJ PRIEM,
SWODQ]IJ INTEGRAL PO KONEˆNOJ OBLASTI Ω K INTEGRALU PO WSEMU BESKONEˆNOMU

PROSTRANSTWU Rn

F =
∫
Ω

fdnx =
∫
Rn

θΩfd
nx, (61)

GDE

θΩ(x) =
{
1 ESLI x ∈ Ω
0 INAˆE

. (62)

nIVE MY BUDEM OPUSKATX U “TOJ FUNKCII ZNAK Ω, A U INTEGRALA PO WSEMU PRO-
STRANSTWU — ZNAK Rn. pOLUˆAEM

dF =
∫
E0A(θf)δφAd

nx =
∫

δF

δφA
δφAd

nx, (63)

PRIˆEM OKAZYWAETSQ, ˆTO

E0A(θf) =
δF

δφA
= θE0A(f)− θ,iE

1,i
A (f) + θ,ijE

2,ij
A (f) + . . . = (−1)|J|DJθEJA(f). (64)

nOWAQ POLNAQ WARIACIONNAQ PROIZWODNAQ, DLQ KOTOROJ MY ISPOLXZUEM TO VE SAMOE

OBOZNAˆENIE, ˆTO OBYˆNO PRIMENQETSQ DLQ PROIZWODNOJ —JLERA-lAGRANVA, SODERVIT

W SEBE INFORMACI@ NE TOLXKO O PODYNTEGRALXNOM WYRAVENII f , NO I OB OBLASTI

INTEGRIROWANIQ Ω, BLAGODARQ FUNKCII θ.
wTORYM [AGOM QWLQETSQ PERESMOTR OPREDELENIQ BIWEKTORA, KOTORYJ TAKVE MO-

VET BYTX PONQT KAK UˆET HARAKTERISTIˆESKOJ FUNKCII θ OBLASTI Ω. pRI “TOM

IZMENQETSQ OPREDELENIE SOPRQVENNOGO OPERATORA, ISPOLXZUEMOE PRI “PEREBRASYWA-
NII” PROIZWODNYH S ODNOGO ARGUMENTA δ-FUNKCII NA DRUGOJ

ÎAB(x)δ(x, y) = Î∗BAδ(x, y). (65)

nAPRIMER,
θ(x)Dxδ(x, y) = −θ(y)Dyδ(x, y)− θ′δ(x, y), (66)

T.E. ESLI
Î = θD, (67)

TO

Î∗ = −θD − θ′ = −D ◦ θ. (68)
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uˆET PODOBNYH ˆLENOW POZWOLQET, W ˆASTNOSTI, IZBEVATX NEODNOZNAˆNOSTI I POLU-
ˆATX SOGLASOWANNYE OTWETY PRI WYˆISLENIQH PO FORMULAM TIPA (55) I (50).

nAKONEC, OPERACIQ SPARIWANIQ (WNUTRENNEGO UMNOVENIQ) 1-FORM I BIWEKTO-
ROW (W OB]EM SLUˆAE m-WEKTOROW), ILI NAOBOROT, 1-WEKTOROW I 2-FORM (W OB]EM

SLUˆAE m-FORM), TAKVE OPREDELQETSQ ZANOWO, ˆEREZ SLED DWUH DIFFERENCIALXNYH

OPERATOROW. eSLI

Â = aJDJ ≡ a+ aiDi + aijDiDj + . . . , (69)

B̂ = bKDK ≡ b+ bkDk + bklDkDl + . . . , (70)

TO

Tr
(
ÂB̂

)
= ab+ ai ·Dib+Dka · bk +Dkai ·Dibk +DkDla · bkl +DkDlai ·Dibkl +
+ aij ·DiDjb+Dkaij ·DiDjbk +DkDlaij ·DiDjbkl + . . . =

= DKaJ ·DJbK . (71)

w REZULXTATE TREH SDELANNYH WY[E [AGOW PO OBOB]ENI@ OPREDELENIJ DIFFE-
RENCIALA, SOPRQVENNOGO OPERATORA I SPARIWANIQ MY PRIHODIM K NOWOJ FORMULE DLQ

SKOBKI pUASSONA. w DALXNEJ[IH RASˆETAH BUDET ISPOLXZOWATXSQ EE PREDSTAWLENIE

ˆEREZ PROIZWODNYE fRE[E

{F,G} =
∫

Tr
(
f ′AÎABg

′
B

)
dnx, (72)

PRIˆEM θ-FUNKCII IZ OPERATORA ÎAB WYNOSQTSQ ZA ZNAK SLEDA, T.E. ESLI

ÎAB = θÎ
〈0〉
AB + θ,iÎ

〈i〉
AB + θ,ijÎ

〈ij〉
AB + . . . = DJθÎ

〈J〉
AB , (73)

TO

{F,G} =
∫
Ω

Tr
(
f ′AÎ

〈0〉
ABg

′
B

)
dnx−

∫
Ω

DiTr
(
f ′AÎ

〈i〉
ABg

′
B

)
dnx+

∫
Ω

DiDjTr
(
f ′AÎ

〈ij〉
AB g

′
B

)
−

− . . . = (−1)|J|
∫
Ω

DJTr
(
f ′AÎ

〈J〉
ABg

′
B

)
dnx. (74)

mOVNO ZAPISATX REZULXTAT TAKVE ˆEREZ WYS[IE “JLEROWY PROIZWODNYE

{F,G} = (−1)|L|
∫
Ω

DJ+K+L
(
EJA(f)Î

〈L〉EKB (g)
)
dnx, (75)

ILI W WIDE DWOJNOGO INTEGRALA S POLNYMI WARIACIONNYMI PROIZWODNYMI (64)

{F,G} =
∫ ∫

δF

δφA(x)

δG

δφB(y)
{φA(x), φB(y)}dnxdny, (76)

WYˆISLENIE KOTOROGO DOLVNO PROWODITXSQ PO PRAWILAM, IZLOVENNYM W RABOTE [6].
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4. pOWERHNOSTNYE ˆLENY W adm-FORMALIZME

w KAˆESTWE PERWOGO PRIMERA WYˆISLENIQ SKOBKI pUASSONA PO FORMULE (72) RAS-
SMOTRIM SKOBKU DLQ FUNKCIONALOW, IZWESTNYH KAK GENERATORY PROSTRANSTWENNYH

DIFFEOMORFIZMOW W ASIMPTOTIˆESKI PLOSKOM PROSTRANSTWE-WREMENI,

{
H(N i), H(M j)

}
=
∫
Ω

Tr
(
h′γij (N

i)h′πij (M
j)− h′γij (M

j)h′πij (N
i)
)
d3x, (77)

GDE

H(N i) =
∫
Ω

N iHid3x+
∮
∂Ω

2πjiN
idSj ≡

∫
πij(Ni|j +Nj|i)d3x. (78)

wARIACIQ TAKOGO FUNKCIONALA IMEET WID

δH =
∫ (

(Ni|j +Nj|i)δπij + 2πijδ(γik(N
k
,j + ΓkjmN

m))
)
d3x. (79)

wOSPOLXZOWAW[ISX IZWESTNOJ FORMULOJ

δΓkjm =
1

2
γkn

(
δγnj|m + δγnm|j − δγjm|n

)
, (80)

NAHODIM

δH(N i) =
∫
Ω

(
(Ni|j +Nj|i)δπij + (πikN j|k + πkjN i |k)δγij +Nkπij(δγij)|k

)
d3x, (81)

OTKUDA WIDNO, ˆTO PROIZWODNYE fRE[E PO KANONIˆESKIM PEREMENNYM RAWNY

h′πij (N
i) = Ni|j +Nj|i, (82)

h′γij (N
i) = πikN j|k + πkjN i |k +Nkπij∇k, (83)

GDE ∇k OBOZNAˆAET TU VE KOWARIANTNU@ PROIZWODNU@, SOGLASOWANNU@ S METRIKOJ

γij , ˆTO I WERTIKALXNAQ ˆERTA. tAKIM OBRAZOM, ZDESX PROIZWODNAQ fRE[E GENERATORA

PO IMPULXSAM QWLQETSQ FUNKCIEJ, A PROIZWODNAQ PO METRIKE — DIFFERENCIALXNYM

OPERATOROM. w OTLIˆIE OT WYˆISLENIJ, PROWODIMYH DLQ NAHOVDENIQ PROIZWODNOJ

—JLERA-lAGRANVA, ZDESX NET NEOBHODIMOSTI INTEGRIROWATX PO ˆASTQM.
wYˆISLIM SLED

Tr
(
h′γij (N

i)h′πij (M
j)
)
=
(
πikN j|k + πkjN i |k +Nkπij∇k

)
(Mi|j +Mj|i). (84)

sIMMETRIˆNYE PO N,M ˆLENY NE DADUT WKLADA W SKOBKU pUASSONA, I POSLE PERE-
OBOZNAˆENIQ INDEKSOW POLUˆAEM

{
H(N i), H(M j)

}
=
∫
Ω

2πij
(
(Nk|jMi|k −Mk

|jNi|k) + (NkMi|jk −MkNi|jk)
)
d3x. (85)
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dALEE, IZMENIM PORQDOK WTORYH KOWARIANTNYH PROIZWODNYH SOGLASNO SOOTNO[ENI@

Mi|jk = Mi|kj +RmijkM
m, (86)

TOGDA WKLAD

2πijRmijk
(
NkMm −MkNm

)
(87)

OBRA]AETSQ W NULX, W SILU SWOJSTW SIMMETRII TENZORA rIMANA, SLEDOWATELXNO,

{
H(N i), H(M j)

}
=
∫
Ω

2πij
(
NkMi|k −MkNi|k

)
|jd
3x = H([N,M ]k). (88)

mY WIDIM, ˆTO GENERATORY H(N i) REALIZU@T PREDSTAWLENIE ALGEBRY DIFFEO-
MORFIZMOW 3-MERNOJ GIPERPOWERHNOSTI. pRI “TOM MY NE ZADAWALI KAKIH-LIBO SPECI-
ALXNYH GRANIˆNYH USLOWIJ, T.E. PRI OBYˆNOM PODHODE “TI GENERATORY NE QWLQ@TSQ

“DIFFERENCIRUEMYMI” FUNKCIONALAMI. s NA[EJ TOˆKI ZRENIQ, “TO OZNAˆAET LI[X

TO, ˆTO STANDARTNOJ FORMULOJ DLQ SKOBKI pUASSONA NELXZQ POLXZOWATXSQ W OB]EM

SLUˆAE. eSLI POPYTATXSQ FORMALXNO WYˆISLITX TU VE SAMU@ SKOBKU, PRIMENQQ

OBYˆNU@ FORMULU (50), TO REZULXTAT BUDET OTLIˆATXSQ OT NA[EGO OTWETA POWERH-
NOSTNYM INTEGRALOM:

∆
{
H(N i), H(M j)

}
= −

∮
∂Ω

πij
(
Nk(Mi|j +Mj|i)−Mk(Ni|j +Nj|i)

)
dSk. (89)

eSTESTWENNO, ˆTO W OB]EM SLUˆAE TOVDESTWO qKOBI DLQ SKOBKI (50) TAKVE NE BUDET

WYPOLNQTXSQ:{
{H(N i), H(M j)}, H(Lk)

}
+
{
{H(Li), H(N j)}, H(Mk)

}
+
{
{H(M i), H(Lj)}, H(Nk)

}
�= 0.

uSLOWIEM WYPOLNENIQ TOVDESTWA qKOBI DLQ STANDARTNOJ SKOBKI pUASSONA BUDET

ZDESX TREBOWANIE, ˆTOBY N i,M j , Lk BYLI WEKTORAMI kILLINGA METRIKI γij NA GRA-
NICE ∂Ω, ILI ˆTOBY ONI BYLI KASATELXNYMI K GRANICE. oˆEWIDNO, W PERWOM SLUˆAE

NOWAQ I STARAQ FORMULY DADUT ODIN I TOT VE REZULXTAT, HOTQ FUNKCIONALY H(N i),
H(M j) I OSTANUTSQ “NEDIFFERENCIRUEMYMI”

δH =
∫
Ω

(
E0γij (h)δγij + E0πij (h)δπ

ij
)
d3x+

∮
∂Ω

NkπijδγijdSk. (90)

5. pOWERHNOSTNYE ˆLENY W FORMALIZME a[TEKARA

eSTESTWENNO OVIDATX, ˆTO PEREHOD OT PEREMENNYH adm K PEREMENNYM a[TEKARA

NE DOLVEN SU]ESTWENNO POWLIQTX NA ALGEBRU PROSTRANSTWENNYH DIFFEOMORFIZMOW

(88). oDNAKO IME@TSQ PO MENX[EJ MERE DWE OSOBENNOSTI “TOGO PREOBRAZOWANIQ,
KOTORYE NAM HOTELOSX BY OBSUDITX PODROBNEE.

wO-PERWYH, WY[E UVE OTMEˆALOSX, ˆTO PEREHOD K TRIADAM SOHRANQET PREVNIE

SKOBKI pUASSONA LI[X NA POWERHNOSTI SWQZEJ Mij = 0, A SLEDOWATELXNO, ˆTOBY
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POLUˆITX POLNU@ (off-shell) STRUKTURU PUASSONOWOJ ALGEBRY, NEOBHODIMO PRODELATX

DOPOLNITELXNYE WYˆISLENIQ.
wO-WTORYH, KAK TAKVE UPOMINALOSX RANEE, PREOBRAZOWANIE a[TEKARA KANONIˆNO

LI[X S TOˆNOSTX@ DO POWERHNOSTNYH ˆLENOW I WAVNO PONQTX, KAKU@ ROLX W ALGEBRE

IGRAET NEKANONIˆESKIJ WKLAD.
pOSKOLXKU REˆX IDET O PRIMENENII NOWOJ FORMULY DLQ SKOBKI pUASSONA, MY

SˆITAEM OPRAWDANNYM PODROBNOE IZLOVENIE TEHNIˆESKIH DETALEJ RASˆETOW. oB]EE

DOKAZATELXSTWO INWARIANTNOSTI “TOJ FORMULY PRI ZAMENAH ZAWISIMYH PEREMENNYH

POKA NE OPUBLIKOWANO, I PO“TOMU QWNAQ DEMONSTRACIQ “TOJ INWARIANTNOSTI NA

KONKRETNOM PRIMERE NE BUDET IZLI[NEJ.
iTAK, NAˆNEM S PROWERKI TOGO, KAK IZMENITSQ SOOTNO[ENIE (16) PRI PEREHODE K

TRIADAM. pOSKOLXKU {
πij(x), πkl(y)

}
= CijklmnMmnδ(x, y), (91)

GDE

Cijklmn =
1

4

(
γikδjlmn + γilδjkmn + γjkδilmn + γjlδikmn

)
, (92)

TO WOZNIKAET DOPOLNITELXNYJ WKLAD W NAJDENNU@ RANEE SKOBKU, KOTORYJ OBRA]A-
ETSQ W NULX NA POWERHNOSTI SWQZEJ Mmn = 0,

∆
{
H(N i), H(M j)

}
=

∫
Ω

Tr
(
h′πij (N

i)CijklmnMmnh′πkl(M
j)
)
d3x =

=
∫
Ω

(Ni|j +Nj|i)CijklmnMmn(Mk|l +Ml|k)d3x =

=
∫
Ω

(Nk|m +N |k
m )(Mk|n +Mn|k)Mmnd3x. (93)

—TA DOBAWKA MOVET OBRATITXSQ W NULX I WNE POWERHNOSTI SWQZEJ, ESLI HOTQ BY

ODNO IZ WEKTORNYH POLEJ N i(x), M j(x) UDOWLETWORQET URAWNENI@ kILLINGA, T.E.
SOHRANQET METRIKU γij(x) W OBLASTI Ω.

dLQ WYˆISLENIQ SKOBKI NEPOSREDSTWENNO W NOWYH PEREMENNYH, NAPRIMER W PERE-
MENNYH (Eai , π

i
a), NE WSEGDA NEOBHODIMO ISPOLXZOWATX QWNYE WYRAVENIQ GENERATOROW

ˆEREZ “TI PEREMENNYE. ˜ASTO DOSTATOˆNO BYWAET WYRAZITX WARIACII STARYH POLEJ

ˆEREZ NOWYE

δγij = Eai δE
a
j + Eaj δE

a
i , (94)

δπij =
1

4

(
Eiaδπja + πjaδEia + Ejaδπia + πiaδEja

)
. (95)

tOGDA

δH =
∫
Ω

(
h′γijδγij + h′πijδπ

ij
)
d3x =

∫
Ω

(
h̃′EiaδEia + h̃′πiaδπ

ia
)
d3x =

=
∫
Ω

(
h′γkj (γkj)

′
Eia

δEia + h′πkj(π
kj)′EiaδEia + h′πkj(π

kj)′πiaδπ
ia
)
d3x, (96)
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OTKUDA NAHODIM

h̃′πia(N
i) = h′πij (N

i)
1

2
Eja =

1

2
(Ni|j + Nj|i)Eja, (97)

h̃′Eia(N
i) = h′γij (N

i)2Eja + h′πkl(N
i)
(
−1

2

)
πkbEibEla =

=
(
πikN l |k + πklN i |k +Nkπil∇k◦

)
2Ela − 1

2
(Nk|l +Nl|k)πkbEibEla. (98)

pRI “TOM

Tr
(
h̃′Eia(N

i)h̃′πia(M
j)
)

=
(
πikN l |k + πklN i |k +Nkπil∇k

)
(Mi|l +Ml|i)−

− 1

4
πkbEib(N |j

k +N j|k)(Mi|j +Mj|i). (99)

tAKIM OBRAZOM,

{
H(N i), H(M j)

}
=

∫
Ω

Tr
(
h̃′Eia(N

i)h̃′πia(M
j)− h̃′Eia(M

i)h̃′πia(N
j)
)
d3x =

= H([N,M ]k) +
∫
Ω

(Nk|m +N |k
m )(Mk|n +Mn|k)Mmnd3x, (100)

KAK SLEDOWALO OVIDATX, OTWET NE IZMENILSQ PRI “TOJ ZAMENE PEREMENNYH PO SRAW-
NENI@ S DEFORMIROWANNOJ, SOGLASNO (91), (88), SKOBKOJ adm (93).

aNALOGIˆNYM OBRAZOM, RASSMOTRIM PEREHOD K
(
Ẽia, Kai

)
. dLQ “TOGO WOSPOLXZU-

EMSQ (26) I LEGKO PROWERQEMYM SOOTNO[ENIEM

πia = 2E
(
EiaEjb − EibEja

)
Kbj , (101)

TOGDA POLUˆAEM

δEia =
1

2E
(EiaEjb − 2EjaEib)δẼ

jb,

δπia = 2E(EiaEjb − EibEja)δKbj +

(
2(KbjE

ia +KckE
kcδijδ

ab −KcjE
icδab −

− KbkE
kaδij) +KckEjb(E

icEka − EkcEia)

)
δẼjb. (102)

wYˆISLENIQ, ANALOGIˆNYE PREDYDU]IM, TAKVE PODTWERVDA@T, ˆTO REZULXTAT NE

MENQETSQ PRI WYBORE NOWYH PEREMENNYH.
oTMETIM, ˆTO DO SIH POR MY RASSMATRIWALI ALGEBRAIˆESKIE PREOBRAZOWANIQ,

T.E. NE SODERVA]IE ZAWISIMOSTI OT PROIZWODNYH POLEJ. pRI PEREHODE K PEREMENNYM

a[TEKARA

Ẽia → Ẽia, Kai → Aai = iKai + Γai , (103)

15



“TO SWOJSTWO UVE NE IMEET MESTA, IBO

Γai =
1

2
εabcẼjcẼ

jb
|i, (104)

GDE Ẽjc — OBRATNAQ K Ẽib MATRICA. wYRAZIW WARIACII STARYH PEREMENNYH ˆEREZ

NOWYE, POLUˆIM
δKai = −iδAai + i(Γai )

′
ẼjbδẼ

jb, (105)

I TAKIM OBRAZOM, DLQ PROIZWOLXNOGO FUNKCIONALA

δF =
∫
Ω

(
f ′̃
Eia

δẼia + f ′Kai δK
a
i

)
d3x =

∫
Ω

(
f̃ ′̃
Eia

δẼia + f̃ ′Aai δA
a
i

)
d3x, (106)

GDE

f̃ ′̃
Eia

= f ′̃
Eia

+ f ′Kbj
(
Γbj
)′
Ẽia

, (107)

f̃ ′Aai = −if
′
Kai
. (108)

eSLI BY “TO PREOBRAZOWANIE BYLO KANONIˆESKIM (S TOˆNOSTX@ DO MNOVITELQ i), TO
SKOBKA pUASSONA W NOWYH PEREMENNYH OPREDELQLASX BY PO FORMULE

{F,G} =
i

2

∫
Ω

Tr
(
f̃ ′̃
Eia

g̃′Aai − f̃ ′Aai g̃
′̃
Eia

)
d3x =

1

2

∫
Ω

Tr
(
f ′̃
Eia

g′Kai − f ′Kai g
′̃
Eia

)
d3x+

+
1

2

∫
Ω

(
f ′Kbj (Γ

b
j)
′
Ẽia

g′Kai − f ′Kai g
′
Kbj

(Γbj)
′
Ẽia

)
d3x. (109)

nO W TAKOM SLUˆAE INWARIANTNOSTX SKOBKI BYLA BY NARU[ENA

∆1{F,G} =
∫
Ω

Tr
(
f ′Kai Ĉaibjg

′
Kbj

)
d3x, (110)

GDE

Ĉaibj =
1

2

(
(Γai )

′
Ẽjb −

[
(Γbj)

′
Ẽia

]∗)
. (111)

mY WIDIM, ˆTO PREDPOLOVENIE O KANONIˆNOSTI PEREMENNYH a[TEKARA WEDET K NEIN-
WARIANTNOSTI SKOBKI pUASSONA. nO RANEE BYLO POKAZANO [8], E]E S ISPOLXZOWANIEM

STANDARTNOJ FORMULY (50), ˆTO

{
Aai (x), A

b
j(y)

}
= iĈaibj(x)δ(x, y) �= 0, (112)

A IMENNO,

{
Aai (x), A

b
j(y)

}
= i

{
Γai (x), K

b
j (y)

}
+ i

{
Kai (x),Γ

b
j(y)

}
=

i

2

((
Γai (x)

)′
Ẽjb
−

−
(
Γbj(y)

)′
Ẽia

)
δ(x, y) =

i

2

((
Γai (x)

)′
Ẽjb
−
[(

Γbj(x)
)′
Ẽja

]∗)
δ(x, y).
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eSLI NE UˆITYWATX POWERHNOSTNYE ˆLENY, TO PROIZWODNAQ fRE[E OT PROIZWODNOJ

—JLERA-lAGRANVA QWLQETSQ SIMMETRIˆNYM OPERATOROM [17], SLEDOWATELXNO, ZDESX MY

POLUˆAEM ˆISTO POWERHNOSTNYJ WKLAD. iZ-ZA NEKANONIˆNOSTI PEREMENNYH a[TEKARA

WOZNIKAET, TAKIM OBRAZOM, WTORAQ POPRAWKA

∆2{F,G} =
∫
Ω

Tr
(
f̃ ′Aai Ĉaibj g̃

′
Abj

)
d3x = −

∫
Ω

Tr
(
f ′Kai Ĉaibjg

′
Kbj

)
d3x, (113)

KOTORAQ KOMPENSIRUET PERWU@. nOWAQ FORMULA DLQ SKOBKI pUASSONA QWLQETSQ IN-
WARIANTNOJ PRI ZAMENE

(
Ẽia, Kai

)
→
(
Ẽia, Aai

)
, NE ISKL@ˆAQ INWARIANTNOSTI I DLQ

POWERHNOSTNYH WKLADOW.
iNWARIANTNOSTX SKOBKI POZWOLQET ISPOLXZOWATX DLQ WYˆISLENIJ ALGEBRY GENE-

RATOROW RAZLIˆNYE PEREMENNYE. qWNYE WYˆISLENIQ, ISHODQ]IE IZ ZAPISI GENERA-
TOROW W FORMALIZME a[TEKARA, ZNAˆITELXNO BOLEE TRUDOEMKI, ˆEM RASSMOTRENNYE

WY[E. pRIWEDEM DLQ SRAWNENIQ QWNOE WYRAVENIE GENERATORA H(N i) W PEREMENNYH

a[TEKARA, NAIBOLEE KRATKIJ WYWOD KOTOROGO DAN W RABOTE [20],

H(N i) = 2i
∫
Ω

NkẼiaF akid
3x− 2i

∮
∂Ω

(
Aai − Γai

)(
ẼiaNk − ẼkaN i

)
dSk −

− 2i
∫
Ω

(
N iAci −

1

2
εabcẼib

(
Ẽia|kN

k − ẼkaN i |k
))
DjẼjcd3x. (114)

w KAˆESTWE PRIMERA WYˆISLENIJ, PROWODIMYH NEPOSREDSTWENNO W PEREMENNYH

a[TEKARA, RASSMOTRIM SKOBKU GENERATOROW KOMPLEKSNYH WRA]ENIJ TRIAD. wARIACIQ
GENERATORA IMEET WID

δH(ξ̂a) = δ
∫
Ω

ξ̂a2DiẼiad3x =
∫
Ω

(
h′̃
Ejc

(ξ̂a)δẼjc + h′Acj(ξ̂
a)δAcj

)
d3x, (115)

GDE

h′̃
Ejc

(ξ̂a) = 2ξ̂c∂j + 2ξ̂aεabcAbj, (116)

h′Acj (ξ̂
a) = −2ξ̂aεabcẼjb. (117)

sKOBKA pUASSONA DAETSQ FORMULOJ

{H(ξ̂a), H(η̂b)} =
i

2

∫
Ω

Tr
(
h′̃
Ejc

(ξ̂a)h′Acj (η̂
b)− h′Acj (ξ̂

a)h′̃
Ejc

(η̂b)
)
d3x+

+ i
∫
Ω

Tr
(
h′Acj(ξ̂

a)Ĉcjdkh
′
Ad
k
(η̂b)

)
d3x. (118)

zDESX NEOBHODIM QWNYJ WID NEKANONIˆESKOJ POPRAWKI

Ĉaibj = θ,kC
k
aibj = θ,k

i

4E

(
εacbδkjEic − εbcaδkiEjc − εacdEibEjcE

kd + εbcdEjaEicE
kd
)
.

(119)
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w ITOGE POLUˆAEM SLEDU@]IE SOOTNO[ENIQ:

{H(N i), H(M j)} = H
(
[N,M ]k

)
+H(λ̂a), (120)

{H(N i), H(ξ̂a)} = 0, (121)

{H(ξ̂a), H(η̂b)} = H
(
i(ξ̂ × η̂)

c)
, (122)

GDE

[N,M ]k = N iMk
,i −M iNk,i, (ξ̂ × η̂)

c
= εcabξ̂aη̂b,

λ̂a = εabcEibEjc
(
Nk|i +N

|k
i

) (
Mk|j +Mj|k

)
,

GDE POWERHNOSTNYE ˆLENY FIKSIROWANY, A GRANIˆNYE USLOWIQ OSTA@TSQ POLNOSTX@

SWOBODNYMI.
pOSLEDNEE SLAGAEMOE W FORMULE (120) PROPU]ENO W ANALOGIˆNOJ FORMULE (5.3)

RABOTY [20], ˆTO, WPROˆEM, NESU]ESTWENNO DLQ OSNOWNOGO REZULXTATA. pRIˆINA “TOJ

NETOˆNOSTI, RAZUMEETSQ, W TOM, ˆTO PEREHOD OT KANONIˆESKIH SKOBOK DLQ PEREMEN-
NYH adm K DEFORMIROWANNYM SKOBKAM (91) NE QWLQETSQ ZAMENOJ PEREMENNYH I

SOHRANQET SKOBKI pUASSONA LI[X NA POWERHNOSTI SWQZEJ Mij = 0.

zAKL@ˆENIE

wY[E MY POKAZALI, KAK NOWOE OPREDELENIE SKOBOK pUASSONA POZWOLQET IZUˆATX

PUASSONOWY ALGEBRY NA BOLEE [IROKOM, ˆEM OBYˆNO, KLASSE FUNKCIONALOW. zDESX MY

SˆITAEM DOPUSTIMYMI PROIZWOLXNYE LOKALXNYE FUNKCIONALY, A NE TOLXKO “DIF-
FERENCIRUEMYE”, T.E. TE, WARIACIQ KOTORYH NE SODERVIT WKLADA OT GRANICY. pRI
“TOM OKAZYWAETSQ, ˆTO MOVNO NAJTI GENERATORY, OTLIˆA@]IESQ, WOOB]E GOWORQ, OT
SWQZEJ POWERHNOSTNYMI INTEGRALAMI, TAKIE, ˆTO IH ALGEBRA ZAMYKAETSQ. nAJDEN-
NYE WYRAVENIQ GENERATOROW NELXZQ NAZWATX NOWYMI, POSKOLXKU ONI WSTREˆA@TSQ,
NAPRIMER, PRI RASSMOTRENII ASIMPTOTIˆESKI PLOSKOGO PROSTRANSTWA-WREMENI [20].
oDNAKO NOWYM QWLQETSQ UTWERVDENIE OB IH PRIMENIMOSTI W GORAZDO BOLEE OB]EM

SLUˆAE, NEZAWISIMO OT WYBORA GRANIˆNYH USLOWIJ.
w DRUGOJ RABOTE [21] MY OBSUVDAEM KRITERIJ TOGO, ˆTO LOKALXNYJ FUNKCIONAL

MOVET SˆITATXSQ DOPUSTIMYM GAMILXTONIANOM, T.E. GENERIROWATX OBYˆNYE, A NE W

SMYSLE OBOB]ENNYH FUNKCIJ, URAWNENIQ DWIVENIQ. pRIMENITELXNO K DANNOJ RABOTE

“TO BOLEE VESTKOE OGRANIˆENIE NE IZMENILO BY NAJDENNOJ PUASSONOWOJ ALGEBRY

(120), (121), (122), A LI[X POTREBOWALO BY KASATELXNOSTI K GRANICE WEKTOROW SDWIGA

PROSTRANSTWENNYH KOORDINAT.
nASTOQ]AQ RABOTA OGRANIˆENA OBSUVDENIEM ALGEBRY GENERATOROW PROSTRAN-

STWENNYH DIFFEOMORFIZMOW I WRA]ENIJ TRIAD, T.E. PREOBRAZOWANIJ WNUTRI OD-
NOJ I TOJ VE GIPERPOWERHNOSTI. ˜TO BUDET PROISHODITX PRI DWIVENII GIPER-
POWERHNOSTI W NORMALXNOM K NEJ NAPRAWLENII, MOVNO LI WKL@ˆITX GENERATORY

“TIH DWIVENIJ W ALGEBRU, PODOBNU@ SU]ESTWU@]EJ DLQ PROSTRANSTWA BEZ GRA-
NICY, ILI W SLUˆAE ASIMPTOTIˆESKI PLOSKOGO PROSTRANSTWA-WREMENI, POKA NEQSNO.
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dLQ “TOGO NEOBHODIMO ZNATX, SU]ESTWUET LI POWERHNOSTNYJ INTEGRAL, KOTORYJ

POZWOLIL BY ZAMKNUTX PRI PROIZWOLXNYH GRANIˆNYH USLOWIQH BOLEE [IROKU@ AL-
GEBRU, WKL@ˆA@]U@ GENERATOR H(N ).
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