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aNNOTACIQ

wDOWIˆENKO m.a. , w[IWCEW a.s., kLIMENKO k.g. wLIQNIE HIMIˆESKOGO POTENCIALA NA

FAZOWU@ STRUKTURU MODELI nAMBU-jONA-lAZINIO W NEODNOSWQZNOM PROSTRANSTWE: pREPRINT
ifw— 97–59. – pROTWINO, 1997. – 29 S., 16 RIS., BIBLIOGR.: 19.

iSSLEDOWANA FAZOWAQ STRUKTURA MODELI nAMBU-jONA-lAZINIO W NEODNOSWQZNOM PROST-
RANSTWE-WREMENI S TOPOLOGIEJ R3 × S1 (KOMPAKTIFICIROWANA PROSTRANSTWENNAQ KOORDINA-
TA) I HIMIˆESKIM POTENCIALOM µ. w PLOSKOSTI µ, λ = 1/L, GDE L — DLINA OKRUVNOSTI

S1, POSTROENY FAZOWYE PORTRETY MODELI W SLUˆAE S PERIODIˆESKIMI GRANIˆNYMI USLOWIQ-
MI. nAIBOLEE PODROBNO RASSMOTRENA SITUACIQ, KOGDA KONSTANTA SWQZI PRINIMAET ZNAˆENIQ

G < Gc = 4π2/Λ2, GDE Λ — PARAMETR OBREZANIQ. sLUˆAJ G > Gc DETALXNO ISSLEDOWAN TOLX-
KO DLQ ZNAˆENIJ 1 < G/Gc < 1.225.... wPERWYE POKAZANO SU]ESTWOWANIE PO KRAJNEJ MERE

TREH RAZLIˆNYH FAZ — ODNOJ BEZMASSOWOJ I DWUH MASSIWNYH SO SPONTANNYM NARU[ENIEM

KIRALXNOJ INWARIANTNOSTI. w QWNOM WIDE POLUˆENY URAWNENIQ GRANIC FAZ — KRITIˆESKIH

KRIWYH FAZOWYH PEREHODOW KAK PERWOGO, TAK I WTOROGO RODOW. nA FAZOWOJ DIAGRAMME (µ, λ)
SU]ESTWU@T DWE TRIKRITIˆESKIE TOˆKI.

Abstract

Vdovichenko M.A., Vshivtsev A.S., Klimenko K.G. Phase Structure of the Nambu-Jona-Lasinio
Model in the Non-Simply Connected Spacetime with Account for Chemical Potential: IHEP
Preprint 97–59. – Protvino, 1997. – p. 29, figs. 16, refs.: 19.

Phase structure of the Nambu-Jona-Lasinio model in R3×S1 spacetime (the space coordinate
is compactified) and in the presence of a chemical potential has been investigated. A phase
portrait of the model has been obtained in the case with periodic boundary conditions. It was
shown that at least three different types of ground states might exist in the model. Two of them
are the states with spontaneously broken chiral invariance and the latter corresponds to the
massless chirally symmetric phase of the theory. Phase transitions of the first as well, as the
second orders are proved to exist in the Nambu-Jona-Lasinio model. Two tricritical points are
found to exist on the phase portrait of the model.
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wWEDENIE

iDEQ SPONTANNOGO NARU[ENIQ SIMMETRII (sns) IGRAET WAVNU@ ROLX W RAZWITII

FIZIKI “LEMENTARNYH ˆASTIC. w NASTOQ]EE WREMQ SU]ESTWU@T DWA [IROKO IZWEST-
NYH SPOSOBA NARU[ITX SIMMETRI@ SPONTANNYM OBRAZOM. w PERWOM IZ NIH sns

PROISHODIT W TEORIQH SO WSPOMOGATELXNYMI POLQMI hIGGSA, GDE SPONTANNOE NARU-
[ENIE FAKTIˆESKI PROISHODIT NA UROWNE KLASSIˆESKOGO DEJSTWIQ (IMENNO NA “TOM

PODHODE OSNOWANA STANDARTNAQ TEORIQ “LEKTROSLABYH WZAIMODEJSTWIJ, TEORIQ WELI-
KOGO OB˙EDINENIQ “LEMENTARNYH ˆASTIC I T.D.). pLATA ZA TAKU@ WOZMOVNOSTX —
OBQZATELXNOE SU]ESTWOWANIE E]E NEOTKRYTYH HIGGSOWSKIH BOZONOW.

w DRUGOM PODHODE sns PROISHODIT DINAMIˆESKIM OBRAZOM, T.E. BLAGODARQ RADI-
ACIONNYM POPRAWKAM K KLASSIˆESKOMU DEJSTWI@, I PRI “TOM NE TREBUETSQ WWEDENIQ

POLEJ hIGGSA. wPERWYE TAKOJ MEHANIZM NARU[ENIQ SIMMETRII BYL OBNARUVEN W MO-
DELQH S ˆETYREHFERMIONNYM WZAIMODEJSTWIEM [1,2], PROSTEJ[AQ IZ KOTORYH IMEET

LAGRANVIAN WIDA

Lψ =
N∑
k=1

ψ̄ki∂̂ψk +
G

2N
[(

N∑
k=1

ψ̄kψk)
2 + (

N∑
k=1

ψ̄kiγ5ψk)
2] (1)

I NAZYWAETSQ MODELX@ nAMBU-jONA-lAZINIO (nil). dLQ TOGO ˆTOBY ISPOLXZOWATX

NEPERTURBATIWNYJ METOD 1/N-RAZLOVENIQ, MY BUDEM RASSMATRIWATX N-FERMIONNU@
WERSI@ MODELI, KOTORAQ PRI “TOM INWARIANTNA OTNOSITELXNO PROSTEJ[IH NEPRE-
RYWNYH KIRALXNYH PREOBRAZOWANIJ:

ψk → eiθγ5ψk ; (k = 1, ..., N). (2)

tEORII S ˆETYREHFERMIONNYM WZAIMODEJSTWIEM NAHODQT PRIMENENIE DLQ OB˙-
QSNENIQ SWERHPROWODIMOSTI [3] I WYSOKOTEMPERATURNOJ SWERHPROWODIMOSTI [4], PRI
OPISANII NIZKO“NERGETIˆESKOJ FIZIKI MEZONOW [5], POSTROENII ALXTERNATIWNYH MO-
DELEJ “LEKTROSLABOGO WZAIMODEJSTWIQ [6] I T.D. nEDAWNO NA IH OSNOWE BYLO OTKRYTO
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NEIZWESTNOE RANEE SWOJSTWO WNE[NIH MAGNITNYH I HROMOMAGNITNYH POLEJ SPOSOB-
STWOWATX SPONTANNOMU NARU[ENI@ KIRALXNOJ SIMMETRII [7]. iNTERES K MODELQM

TIPA nil NE OSLABEWAET UVE BOLEE TRIDCATI LET, PRIˆEM OSOBOE WNIMANIE UDELQ-
ETSQ ISSLEDOWANIQM STRUKTURY IH WAKUUMA I EGO KRITIˆESKIH SWOJSTW PRI NALIˆII

OKRUVA@]EJ SREDY, T.E. UˆETU TAKIH FAKTOROW, KAK TEMPERATURA I HIMIˆESKIJ

POTENCIAL [8,9], RAZLIˆNYE WNE[NIE POLQ [10] I T.D. —TO NAPRAWLENIE ISSLEDOWA-
NIJ WESXMA AKTUALXNO W SOWREMENNOJ FIZIKE MIKROMIRA, TAK KAK MNOGIE QWLENIQ

MOVNO NABL@DATX I OPISYWATX TOLXKO PRI NALIˆII NENULEWOJ PLOTNOSTI ˆASTIC,
WOZDEJSTWII RAZLIˆNYH WNE[NIH POLEJ. kROME TOGO, SWOJSTWA WAKUUMA REALXNYH

KWANTOWYH SISTEM SILXNO ZAWISQT I OT WELIˆINY TEMPERATURY.
iZWESTNO, ˆTO EDINAQ TEORIQ WSEH SIL PRIRODY, WKL@ˆAQ GRAWITACIONNYE, E]E

DALEKA OT ZAWER[ENIQ. wOT POˆEMU DOWOLXNO ZNAˆITELXNOE WNIMANIE FIZIKOW OBRA-
]ENO NA RAZWITIE KWANTOWYH TEORIJ POLQ W PROSTRANSTWAH S NETRIWIALXNOJ METRI-
KOJ I TOPOLOGIEJ [11]. w RAMKAH “TOGO PODHODA UVE OBSUVDALASX SWQZX MEVDU sns

I KRIWIZNOJ PROSTRANSTWA, A TAKVE EGO TOPOLOGIEJ [12]. w PREDLAGAEMOJ RABOTE

RASSMATRIWAETSQ SOWMESTNOE WLIQNIE NENULEWOJ PLOTNOSTI ˆASTIC I NETRIWIALXNOJ

TOPOLOGII PROSTRANSTWA-WREMENI NA STRUKTURU WAKUUMA W KWANTOWOJ TEORII POLQ.
oKAZYWAETSQ, ˆTO “TO QWLENIE OˆENX UDOBNO ISSLEDOWATX NA OSNOWE MODELEJ S

ˆETYREHFERMIONNYM WZAIMODEJSTWIEM. w PREDYDU]EJ RABOTE [13] MY RASSMOTRELI

FAZOWU@ STRUKTURU DWUMERNOJ MODELI gROSSA-nEWXE PRI NENULEWOJ PLOTNOSTI W

NEODNOSWQZNOM PROSTRANSTWE-WREMENI R1 × S1. bYLO POKAZANO, ˆTO W “TOM SLUˆAE

KRITIˆESKIE SWOJSTWA I FAZOWAQ STRUKTURA MODELI BOLEE RAZNOOBRAZNY PO SRAWNE-
NI@ SO SLUˆAEM PROSTRANSTWA mINKOWSKOGO, TAK KAK NA FAZOWOJ DIAGRAMME MODELI

PRISUTSTWU@T TRIKRITIˆESKIE TOˆKI, A TAKVE KRIWYE FAZOWYH PEREHODOW PERWOGO

I WTOROGO RODOW.
w PREDLAGAEMOJ RABOTE MY PRODOLVAEM “TU DEQTELXNOSTX I RASSMATRIWAEM BOLEE

REALISTIˆNYJ SLUˆAJ. zDESX PROWODITSQ ISSLEDOWANIE FAZOWOJ STRUKTURY MODELI

nil W NEODNOSWQZNOM PROSTRANSTWE-WREMENI, IME@]EM TOPOLOGI@ R3 × S1 (KOM-
PAKTIFICIROWANA ODNA IZ PROSTRANSTWENNYH OSEJ, SWERNUTAQ W OKRUVNOSTX DLI-
NOJ L), PRI NENULEWYH ZNAˆENIQH HIMIˆESKOGO POTENCIALA µ. w SLEDU@]IH DWUH

RAZDELAH RASSMATRIWA@TSQ SWOJSTWA WAKUUMA MODELI nil W PREDELXNYH SLUˆAQH

µ �= 0, L =∞ I µ = 0, L �=∞ SOOTWETSTWENNO. w RAZDELE 3 POKAZANO, ˆTO ISSLEDUE-
MAQ SISTEMA MOVET SU]ESTWOWATX W DWUH RAZLIˆNYH MASSIWNYH FAZAH, W KOTORYH

KIRALXNAQ SIMMETRIQ SPONTANNO NARU[ENA, I W BEZMASSOWOJ SIMMETRIˆNOJ FAZE.
nA PLOSKOSTI µ, λ = 1/L FAZY OTDELENY DRUG OT DRUGA KRITIˆESKIMI KRIWYMI KAK

WTOROGO, TAK I PERWOGO RODOW.

1. fAZOWAQ STRUKTURA MODELI PRI µ �= 0, L =∞

dLQ NAˆALA NAPOMNIM SWOJSTWA WAKUUMA TEORII (1) PRI µ = 0 W PROSTRANSTWE

S TRIWIALXNOJ TOPOLOGIEJ, T.E. PRI L = ∞. s “TOJ CELX@ WMESTO (1) RASSMOTRIM

WSPOMOGATELXNYJ LAGRANVIAN
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Lσ = ψ̄i∂̂ψ − ψ̄(σ1 + iσ2γ5)ψ −
N

2G
(σ21 + σ22) (3)

(ZDESX RADI PROSTOTY U ψ OPU]EN INDEKS k, NUMERU@]IJ FERMI-POLQ), KOTORYJ

NA URAWNENIQH DWIVENIQ DLQ WSPOMOGATELXNYH BOZONNYH POLEJ σ1,2 “KWIWALENTEN

ISHODNOMU LAGRANVIANU (1).
—FFEKTIWNOE DEJSTWIE MODELI W GLAWNOM PORQDKE 1/N-RAZLOVENIQ OPREDELQETSQ

SLEDU@]IM OBRAZOM:

exp(iSeff (σ1,2)) =
∫
Dψ̄Dψ exp(i

∫
Lσd

4x),

GDE

1

N
Seff (σ1,2) = −

∫
d4x

σ1 + σ22
2G

− i ln det(i∂̂ − σ1 − iγ5σ2). (4)

pOLAGAQ ZDESX POLQ σ1,2 NEZAWISQ]IMI OT KOORDINAT PROSTRANSTWA-WREMENI, IME-
EM PO OPREDELENI@

Seff(σ1,2) = −Veff (σ1,2)
∫
d4x, (5)

GDE (Σ =
√
σ21 + σ22)

1

N
Veff (σ1,2) =

Σ2

2G
+ 2i

∫
d4p

(2π)4
ln(Σ2 − p2) ≡

1

N
V0(Σ). (6)

pEREHODQ W (6) K EWKLIDOWOJ METRIKE (p0 → ip0) I WWODQ LORENC-INWARIANTNOE
OBREZANIE OBLASTI INTEGRIROWANIQ (p2 ≤ Λ2), POLUˆAEM

1

N
V0(Σ) =

Σ2

2G
−

1

16π2

{
Λ4 ln

(
1 +

Σ2

Λ2

)
+ Λ2Σ2 −−Σ4 ln

(
1 +

Λ2

Σ2

)}
. (7)

uRAWNENIE STACIONARNOSTI DLQ FUNKCII (7) IMEET WID

∂V0(Σ)

∂Σ
= 0 =

NΣ

4π2

{
4π2

G
− Λ2 +Σ2 ln

(
1 +

Λ2

Σ2

)}
. (8)

oTS@DA WIDNO, ˆTO PRI G < Gc = 4π2/Λ2 URAWNENIE (8) NE IMEET RE[ENIJ, KROME
Σ = 0, T.E. W “TOM SLUˆAE FERMIONY BEZMASSOWY, I KIRALXNAQ INWARIANTNOSTX (2)
NE NARU[ENA.

eSLI G > Gc, TO URAWNENIE STACIONARNOSTI (8) BUDET IMETX ODNO NETRIWIALXNOE

RE[ENIE, NA KOTOROM RASPOLAGAETSQ GLOBALXNYJ MINIMUM POTENCIALA V0(Σ), ˆTO

OZNAˆAET SPONTANNOE NARU[ENIE KIRALXNOJ SIMMETRII I POQWLENIE U FERMIONOW

NENULEWOJ MASSY.
pREDPOLOVIM TEPERX, ˆTO µ > 0. —TOT SLUˆAJ PODROBNO RASSMOTREN W RABOTE [10],

GDE I BYLO POLUˆENO WYRAVENIE DLQ SOOTWETSTWU@]EGO “FFEKTIWNOGO POTENCIALA

(V0(Σ) DAN W URAWNENII (7)):

1

N
Vµ(Σ) =

1

N
V0(Σ)− 2

∫
d3p

(2π)3
Θ(µ−

√
Σ2 + p2)(µ−

√
Σ2 + p2). (9)
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zDESX Θ(x) — STUPENˆATAQ FUNKCIQ h“WISAJDA. wYˆISLQQ INTEGRAL, PRIWEDENNYJ
W “TOJ FORMULE, IMEEM

1

N
Vµ(Σ) =

1

N
V0(Σ) −

Θ(µ− Σ)

16π2

{
10

3
µ(µ2 −Σ2)3/2−

−2µ3
√
µ2 − Σ2 + Σ4 ln [ ( µ +

√
µ2 −Σ2 )2/Σ2 ]

}
. (10)

w RABOTE [9] NA OSNOWE ISSLEDOWANIQ TOˆKI ABSOL@TNOGO MINIMUMA “TOGO POTEN-
CIALA OBNARUVENY NEIZWESTNYE RANEE SWOJSTWA MODELI nil. w ˆASTNOSTI, BYLO

POKAZANO, ˆTO ZDESX PRI NENULEWYH ZNAˆENIQH HIMIˆESKOGO POTENCIALA cOSTOQNIE S

MASSIWNYMI FERMIONAMI OPISYWAETSQ DWUMQ RAZLIˆNYMI FAZAMI, PEREHOD MEVDU

KOTORYMI — “TO FAZOWYJ PEREHOD WTOROGO RODA. tAM VE DOKAZANO, ˆTO WOSSTANO-
WLENIE KIRALXNOJ SIMMETRII MODELI MOVET PROISHODITX KAK S POMO]X@ FAZOWYH

PEREHODOW PERWOGO, TAK I WTOROGO RODOW, W ZAWISIMOSTI OT ZNAˆENIJ PARAMETROW

MODELI. w PLOSKOSTI PEREMENNYH µ,M , GDE M — DINAMIˆESKAQ MASSA FERMIONOW

PRI µ = 0, BYL POSTROEN FAZOWYJ PORTRET MODELI nil, NA KOTOROM SU]ESTWU@T

DWE TRIKRITIˆESKIE TOˆKI.

2. fAZOWAQ STRUKTURA MODELI PRI µ = 0, L �=∞

pREDPOLOVIM TEPERX, ˆTO PROSTRANSTWO-WREMQ IMEET STRUKTURU R3 × S1, GDE

KOMPAKTIFICIROWANA ODNA IZ PROSTRANSTWENNYH KOORDINAT, A DLINA OKRUVNOSTI

S1 ESTX KONEˆNAQ WELIˆINA L. sLEDUET RAZLIˆATX DWA SLUˆAQ. w ODNOM IZ NIH POLQ

MODELI (1) UDOWLETWORQ@T PERIODIˆESKIM PO KOMPAKTIFICIROWANNOJ KOORDINATE

GRANIˆNYM USLOWIQM, T.E.

ψ(t, x+ L, y, z) = ψ(t, x, y, z), (11)

W DRUGOM SLUˆAE POLQ ANTIPERIODIˆNY PO “TOJ KOORDINATE. oDNAKO “TOT POSLEDNIJ

SLUˆAJ W NA[EJ RABOTE RASSMATRIWATXSQ NE BUDET.
tEPERX, ˆTOBY POLUˆITX “FFEKTIWNYJ POTENCIAL PRI L �=∞, NEOBHODIMO W (6)

INTEGRIROWANIE PO p1 ZAMENITX NA SUMMIROWANIE PO DISKRETNYM ZNAˆENIQM p1n PO

SLEDU@]EMU PRAWILU:

∫
dp1

2π
f(p1)→

1

L

∞∑
n=−∞

f(p1n); p1n = 2πn/L , n = 0,±1,±2, ... (12)

pEREHODQ W POLUˆENNOM WYRAVENII K EWKLIDOWOJ METRIKE I SUMMIRUQ PO n [14], NA-
HODIM “FFEKTIWNYJ POTENCIAL MODELI nil NA PROSTRANSTWE S TOPOLOGIEJ R3 × S1:

VL(Σ) = V0(Σ)−
2N

π2L

∞∫
0

dxx2 ln[ 1− exp(−L
√
x2 +Σ2 ) ]. (13)
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pOTENCIAL (13) IMEET ULXTRAFIOLETOWU@ RASHODIMOSTX, KOTORAQ SOSREDOTOˆENA W

PERWOM SLAGAEMOM. dLQ EE USTRANENIQ MY BUDEM PO-PREVNEMU ISPOLXZOWATX REGULQ-
RIZACI@ S POMO]X@ OBREZANIQ W (6) OBLASTI INTEGRIROWANIQ LORENC-INWARIANTNYM
OBRAZOM. —TO PRIWODIT K PRIWEDENNOMU W (7) WYRAVENI@ DLQ V0(Σ). iSSLEDUEM

FUNKCI@ (13) NA ABSOL@TNYJ MINIMUM PO PEREMENNOJ Σ. pRI “TOM W SILU ˆETNO-
STI POTENCIALA VL(Σ) MOVNO RASSMATRIWATX TOLXKO NEOTRICATELXNYE ZNAˆENIQ Σ.
uRAWNENIE STACIONARNOSTI DLQ “TOJ FUNKCII IMEET WID

1

N

∂VL(Σ)

∂Σ
= 0 =

2Σ

π2
{F (Σ)− I(Σ)} , (14)

GDE

F (Σ) =
π2

2G
−

Λ2

8
+
Σ2

8
ln

[
1 +

Λ2

Σ2

]
; I(Σ) =

∫ ∞
0

x2dx
√
x2 + Σ2

1

expL
√
x2+Σ2 −1

. (15)

oTS@DA, A TAKVE IZ PRILOVENIQ 1, GDE POLUˆENO PREDSTAWLENIE DLQ I(Σ) W WIDE

RQDA, SLEDUET, ˆTO

F (0) =
π2

2G
−
Λ2

8
; I(0) =

π2

6L2
. (16)

rIS. 1. fUNKCII F (Σ) I I(Σ) PRI ZNAˆENII

KONSTANTY SWQZI G > Gc.

nETRUDNO WIDETX, ˆTO NA POLUINTERWALE

Σ ≥ 0 FUNKCIQ F (Σ) MONOTONNO WOZRA-
STAET OT ZNAˆENIQ F (0) PRI Σ = 0 DO

π2/(2G) PRI Σ =∞. s DRUGOJ STORONY,
I(Σ) QWLQETSQ ZDESX MONOTONNO UBYWA-
@]EJ OT I(0) DO NULQ FUNKCIEJ. sLE-
DOWATELXNO, GRAFIKI “TIH FUNKCIJ PRI

F (0) < I(0) OBQZATELXNO PERESEKA@TSQ

W EDINSTWENNOJ TOˆKE Σ0(L) (SM. RIS.1),
KOTORAQ I BUDET QWLQTXSQ NETRIWIALX-
NYM RE[ENIEM URAWNENIQ STACIONARNO-
STI (14). zAMETIM, ˆTO PARAMETR L NE

WHODIT W OPREDELENIE FUNKCII F (Σ), A I(Σ) PRI L@BOM FIKSIROWANNOM ZNAˆENII

ARGUMENTA Σ MONOTONNO UBYWAET S ROSTOM L. wWEDEM NOWU@ WELIˆINU λ = 1/L. tO-
GDA S POMO]X@ RIS.1 MOVNO SDELATX WYWOD O TOM, ˆTO NENULEWOJ KORENX URAWNENIQ

(14) Σ0(λ) (≡ Σ0(L)) MONOTONNO WOZRASTAET S ROSTOM λ.
rASSMOTRIM DWA SLUˆAQ: i) G > Gc, ii) G < Gc (WELIˆINA Gc OPREDELENA POSLE

FORMULY (8)). w SLUˆAE i), KAK SLEDUET IZ (16), F (0) < 0 (IMENNO “TA SITUACIQ

OTRAVENA NA RIS.1), PO“TOMU PRI L@BYH ZNAˆENIQH λ URAWNENIE (14) IMEET NETRI-
WIALXNOE RE[ENIE Σ0(λ), NA KOTOROM U POTENCIALA VL(Σ) NAHODITSQ ABSOL@TNYJ

MINIMUM. sLEDOWATELXNO, PRI G > Gc WAKUUM MODELI nil NE IMEET KIRALXNOJ

SIMMETRII. kROME TOGO, OˆEWIDNO, ˆTO Σ0(λ) → M PRI λ → 0, GDE M — RE[ENIE

URAWNENIQ STACIONARNOSTI PRI L = ∞ (NA RIS.1 “TO TOˆKA PERESEˆENIQ GRAFIKA

FUNKCII F (Σ) S OSX@ ABSCISS).
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rASSMOTRIM SLUˆAJ ii), DLQ KOTOROGO F (0) > 0, I WWEDEM OBOZNAˆENIE

F (0) =
π2

2G
−
Λ2

8
≡
π2

6
λ20. (17)

qSNO, ˆTO PRI λ < λ0 (T.E. PRI F (0) > I(0)) URAWNENIE STACIONARNOSTI (14) IMEET

TOLXKO TRIWIALXNOE RE[ENIE, I SIMMETRIQ MODELI nil NE NARU[ENA. w TOˆKE

λ = λ0 W TEORII PROISHODIT FAZOWYJ PEREHOD WTOROGO RODA, I PRI λ > λ0 SIMMETRIQ
MODELI SPONTANNO NARU[ENA. dLQ TOGO, ˆTOBY POLUˆITX ASIMPTOTIKU RE[ENIQ Σ0(λ)
PRI λ→ λ0+, NUVNO WOSPOLXZOWATXSQ POLUˆENNYM W PRILOVENII 1 PREDSTAWLENIEM

(p.3) DLQ I(Σ), W KOTOROM DOSTATOˆNO OSTAWITX LI[X LINEJNOE PO Σ SLAGAEMOE.
pODSTAWLQQ (p.3) W (14), IMEEM

Σ0(λ) =
2

3
π(λ− λ0) + o(λ− λ0). (18)

iSPOLXZUQ W (14) RAZLOVENIE (p.3), MOVNO POKAZATX, ˆTO KAK PRI G > Gc, TAK
I PRI G < Gc, RE[ENIE Σ0(λ) IMEET SLEDU@]U@ ASIMPTOTIKU PRI λ→∞:

Σ0(λ) ∼ 2πλ(2.719...). (19)

nAKONEC, DLQ DALXNEJ[EGO NEOBHODIMO OTMETITX OˆEWIDNYJ FAKT, ˆTO F (Σ) −
I(Σ) QWLQETSQ MONOTONNO WOZRASTA@]EJ FUNKCIEJ NA POLUINTERWALE Σ ≥ 0.

3. fAZOWAQ STRUKTURA MODELI PRI µ �= 0, L �=∞

˜TOBY POLUˆITX “FFEKTIWNYJ POTENCIAL MODELI nil W GLAWNOM PORQDKE 1/N W

“TOM SLUˆAE (MY BUDEM IMETX DELO TOLXKO S PERIODIˆESKIMI GRANIˆNYMI USLOWIQMI

(11)), DOSTATOˆNO W FORMULE (9) INTEGRIROWANIE PO p1 ZAMENITX NA SUMMIROWANIE

PO PRAWILU (12), I WMESTO V0(Σ) ISPOLXZOWATX POTENCIAL (13) VL(Σ). rEZULXTATOM
“TOJ OPERACII QWLQETSQ “FFEKTIWNYJ POTENCIAL PRI µ �= 0, L �=∞:

VµL(Σ) = VL(Σ)−
2N

L

∞∑
n=−∞

∫
d2p

(2π)2
Θ(µ −

√
Σ2 + p2 + (2πλn)2)(µ−

√
Σ2 + p2 + (2πλn)2). (20)

nAPOMNIM, ˆTO ZDESX λ = 1/L. pROINTEGRIRUEM W (20) PO IMPULXSAM:

VµL(Σ) = VL(Σ) −
λN

2π

∞∑
n=0

αnΘ(µ−
√
Σ2 + (2πλn)2)·

· { µ [ µ2 −Σ2 − (2πλn)2]−
2

3
µ3 +

2

3
[ Σ2 + (2πλn)2 ]3/2}, (21)

αn = 2− δn0. nAS INTERESUET FAZOWAQ STRUKTURA MODELI (1), PO“TOMU KAVDOJ TOˆKE

PLOSKOSTI (µ, λ), GDE µ ≥ 0, λ ≥ 0, NEOBHODIMO POSTAWITX W SOOTWETSTWIE NEKOTORU@
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FAZU nil TEORII. sTRUKTURA POTENCIALA (21) DIKTUET SLEDU@]U@ STRATEGI@

ISSLEDOWANIQ “TOJ FUNKCII NA ABSOL@TNYJ MINIMUM. dAWAJTE RAZOBXEM PLOSKOSTX

PARAMETROW (µ, λ) NA OBLASTI Ωk TAKIE, ˆTO

(µ, λ) =
∞⋃
k=0

Ωk; Ωk = {(µ, λ) : 2πλk ≤ µ < 2πλ(k + 1)}. (22)

eSLI ZAFIKSIROWATX µ I λ W PROIZWOLXNOJ OBLASTI Ωk, TO OTLIˆNYJ OT NULQ WKLAD

W WYRAVENIE (21) BUDUT DAWATX TOLXKO (k + 1)-PERWYH SLAGAEMYH, STOQ]IH POD

ZNAKOM SUMMY W (21). dALEE MY RASSMOTRIM FAZOWU@ STRUKTURU POTENCIALA VµL(Σ)
TOLXKO DLQ ZNAˆENIJ PARAMETROW µ, λ IZ OBLASTI Ω0, GDE URAWNENIE STACIONARNOSTI

DLQ “TOJ FUNKCII PO PEREMENNOJ Σ IMEET WID (NAPOMNIM, ˆTO IZ WSEJ SUMMY W

(21) PRI “TOM NEOBHODIMO OSTAWITX TOLXKO SLAGAEMOE, SOOTWETSTWU@]EE n = 0)

2Σ

π2

{
F (Σ)− I(Σ) +

λπ

2
Θ(µ− Σ)(µ− Σ)

}
= 0, (23)

GDE FUNKCII F I I PREDSTAWLENY W (15). kAK I W PREDYDU]EM RAZDELE, RAZOBXEM
ZADAˆU NA DWA RAZLIˆNYH SLUˆAQ. kROME TOGO, NE TERQQ OB]NOSTI RASSMOTRENIQ,
BUDEM PREDPOLAGATX, ˆTO Σ ≥ 0.

3.1 sLUˆAJ G < Gc. uRAWNENIE STACIONARNOSTI

dLQ UPRO]ENIQ DALXNEJ[EGO RASSMOTRENIQ PEREJDEM K NOWYM OBOZNAˆENIQM. w
PREDYDU]EM RAZDELE BYL WWEDEN PARAMETR λ0 (17):

π2

6
λ20 ≡

π2

2G
−

Λ2

8
.

kROME TOGO, BUDEM ISPOLXZOWATX SLEDU@]IE WELIˆINY:

a ≡
Λ2

16π2λ20
; x ≡

Σ

2πλ0
; µ̄ ≡

µ

2πλ0
; t ≡

λ

λ0
. (24)

tOGDA W NOWYH OBOZNAˆENIQH “FFEKTIWNYJ POTENCIAL PREDSTANET W WIDE

VµL(Σ) ≡ 8π2λ40N · vµ̄t(x), (25)

GDE

vµ̄t(x) =
x2

12
+
a

2
x2 − 2a2 ln

(
1 +

x2

4a

)
+
x4

8
ln
(
1 +

4a

x2

)
−

−
2t

π

∫ ∞
0

u2 ln
[
1− exp

(
−
2π

t

√
x2 + u2

)]
du−

t

2

∑∞

n=0
αnΘ

(
µ̄−
√
x2 + t2n2

)
×

×
{
µ̄
(
µ̄2 − x2 − t2n2

)
−

2

3

[
µ̄3 −

(
x2 + t2n2

)3/2]}
,
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A RAZBIENIE PLOSKOSTI PARAMETROW (µ, λ) (SM. (22)) BUDET IMETX WID

(µ̄, t) =
∞⋃
k=0

Ω̄k; Ω̄k = {(µ̄, t) : tk ≤ µ̄ < t(k + 1)}. (26)

dLQ OBLASTI Ω̄0 NAPI[EM “FFEKTIWNYJ POTENCIAL

v0µ̄t(x) =
x2

12
+
ax2

2
− 2a2 ln

(
1 +

x2

4a

)
+
x4

8
ln
(
1 +

4a

x2

)
−

−
2t

π

∫ ∞
0

u2 ln
[
1− exp

(
−
2π

t

√
x2 + u2

)]
du−

t

2
Θ (µ̄− x)

(
2

3
x3 − µ̄x2 +

1

3
µ̄3
)
, (27)

DLQ KOTOROGO IMEEM URAWNENIE STACIONARNOSTI (SM. (23))

∂v0µ̄t(x)

∂x
≡ x · ϕ(x) = 0, (28)

GDE, S UˆETOM OBOZNAˆENIJ (24), MY WWELI

ϕ(x) ≡ f(x)− i(x) + Θ(µ̄− x)t(µ̄− x), (29)

f(x) ≡
F (Σ)

π2λ20
=

1

6
+
x2

2
ln(1 +

4a

x2
), (30)

i(x) ≡
I(Σ)

π2λ20
= 4

∫ ∞
0

u2du
√
x2 + u2

[
exp(2π

t

√
x2 + u2 − 1)

] . (31)

kAˆESTWENNYJ ANALIZ FUNKCIJ f(x) I i(x) BYL PROWEDEN W PREDYDU]EM RAZDELE

I OTRAVEN NA RIS.2. pRIMENIM POLUˆENNYE REZULXTATY DLQ ISSLEDOWANIQ FUNKCII

ϕ(x) (29). sPERWA OTMETIM, ˆTO NA OSNOWANII (16)

ϕ(0) =
1− t2

6
+ µ̄t, (32)

A TAKVE, ˆTO URAWNENIE STACIONARNOSTI (28) PRI t < 1 IMEET TOLXKO TRIWIALXNOE

RE[ENIE x = 0. tAKIM OBRAZOM, PRI t < 1 I 0 ≤ µ̄ ≤ t NAHODITSQ BEZMASSOWAQ FAZA

MODELI nil. dALEE MY BUDEM IMETX DELO TOLXKO SO ZNAˆENIQMI t ≥ 1.
iSSLEDUEM BOLEE PODROBNO SWOJSTWA NEPRERYWNOJ FUNKCII ϕ(x) IZ (29) W “TOM

SLUˆAE. oˆEWIDNO, ONA IMEET SLEDU@]IJ WID:

ϕ(x) =
{
f(x)− i(x), x ≥ µ̄
Φ(x) , x ≤ µ̄

, (33)

GDE

Φ(x) = f(x) − i(x) + t(µ̄− x). (34)

dLQ NAˆALA OTMETIM, ˆTO URAWNENIE

f(x)− i(x) = 0 (35)

8



OPREDELQET EDINSTWENNOE RE[ENIE x0(t) (SM. RIS.3). dALEE, S POMO]X@ (31) I (p.3),
IMEEM

i(x) =
t2

6
− tx+

x2

2
−
x2

2
ln
x2

4t2
+ γx2 −

x4

t2

∞∑
n=1

1

n
(
n+

√
n2 + x2/t2

)2 . (36)

rIS. 2. fUNKCII f(x) I i(x) PRI ZNAˆENII

KONSTANTY SWQZI G < Gc.
rIS. 3. fUNKCIQ f(x)− i(x) PRI ZNAˆENII

KONSTANTY SWQZI G < Gc.

iSPOLXZUQ (30) I (36), NETRUDNO POLUˆITX

f(x)− i(x) =
1− t2

6
+ tx+

α

2
x2 +

β

4
x4 +O(x6) PRI x << 1, (37)

GDE

α = 2γ − 1 + ln
a

t2
; β =

1

2a
−
ζ(3)

t2
. (38)

tAK KAK x0(t)→ 0+ PRI t→ 1+ (SM.(18)), TO S POMO]X@ (37) MY POLUˆIM SLEDU@]U@

ASIMPTOTIKU DLQ RE[ENIQ URAWNENIQ (35):

x0(t) =
1

3
(t− 1) −

α

18
(t− 1)2 +O

(
(t− 1)3

)
PRI t→ 1+. (39)

tAKVE OTMETIM, ˆTO x0 (t) PRI ṫ > 1 MONOTONNO WOZRASTAET I PRI t → ∞ : x0(t) ∼
(2.719...)t (SM.(19)). tEM SAMYM GRAFIK FUNKCII µ̄ = x0(t), NEQWNO ZAWISQ]EJ OT

PARAMETROW a I t, NA PLOSKOSTI (µ̄, t) IZOBRAVAETSQ KRIWOJ, KOTORAQ PRI DOSTATOˆNO

BOLX[IH t WYHODIT IZ OBLASTI Ω̄0, T.E. PERESEKAET PRQMU@ µ̄ = t W NEKOTOROJ TOˆKE

t∗. tAK PRI a1 = 1; a2 = 10; a3 = 100, IMEEM t∗1 = 58.687...; t∗2 = 179.039...; t∗3 =
564.056..., T.E. ˆEM BOLX[E WELIˆINA a, TEM PRI BOLX[IH ZNAˆENIQH t GRAFIK “TOJ

FUNKCII WYHODIT IZ OBLASTI Ω̄0. oPISANNAQ WY[E SITUACIQ KAˆESTWENNO OTRAVENA

NA RIS.4, GDE IZOBRAVENY GRAFIKI FUNKCII µ̄ = x0 (t) PRI RAZLIˆNYH ZNAˆENIQH

PARAMETRA a(a1 = 1; a2 = 10; a3 = 100). tEPERX RASSMOTRIM FUNKCI@ Φ(x) (34). s
UˆETOM (32) MY IMEEM

Φ(0) = −
t2 − 1

6
+ µ̄t. (40)
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rIS. 4. fUNKCIQ µ̄ = xo(t) PRI RAZLIˆNYH

ZNAˆENIQH PARAMETRA α I DLQ KON-
STANTY SWQZI G < Gc (ˆISLENNYE
ZNAˆENIQ PARAMETROW, UKAZANNYH NA

“TOM I SLEDU@]IH RISUNKAH, MOVNO

NAJTI W RAZDELE 4.1 RABOTY).

˜TOBY OPISATX POWEDENIE “TOJ FUNKCII PRI MALYH x, NUVNO WOSPOLXZOWATXSQ WY-
RAVENIEM (37). pOLUˆIM

Φ(x) = Φ(0) +
α

2
x2 +

β

4
x4 +O

(
x6
)

PRI x << 1. (41)

pRI x→∞ MY IMEEM (SM. (30) I (31)) f(x)− i(x)→ 1
6
+ 2a , I TEM SAMYM

Φ(x)→
1

6
+ 2a + tµ̄− tx PRI x→∞. (42)

dALEE RASSMOTRIM PROIZWODNU@ PO x OT FUNKCII Φ(x). tAK PRI x > 0, PRODIF-
FERENCIROWAW WYRAVENIE (34), POLUˆIM

Ψ(x) ≡
dΦ

dx
= −t+ x ln

(
1 +

4a

x2

)
−

4ax

4a+ x2
+ 4x

∫ ∞
0

du
√
x2 + u2

(
e
2π
t

√
x2+u2 − 1

) . (43)

tEPERX WOSPOLXZUEMSQ WYRAVENIQMI (41) I (42), TOGDA POLUˆIM SLEDU@]IE ASIM-
PTOTIKI:

Ψ (x) = αx+ βx3 +O(x5) PRI x << 1 (44)

I

Ψ(x)→ −t PRI x→∞. (45)

iZ (38) NAHODIM, ˆTO ESLI a > a∗, GDE

a∗ =
1

exp(2γ − 1)
= 0.926..., (46)

TOGDA PRI 1 ≤ t < t1a, GDE

t1a =
√
a exp(γ −

1

2
) = (1.080...)

√
a, (47)
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MY IMEEM α > 0, A ZNAˆIT, FUNKCIQ Ψ(x) MONOTONNO WOZRASTAET PRI x << 1 (SM.
(44)). —TA FUNKCIQ BUDET WOZRASTATX OT NULQ DO NEKOTOROGO ZNAˆENIQ Ψmax, A ZATEM

MONOTONNO UBYWATX K PREDELXNOJ WELIˆINE (45) TAKIM OBRAZOM, ˆTO PRI x = x̄0(t)
ONA PERESEˆET OSX Ox (SM. RIS.5 KRIWAQ 1). tEM SAMYM, DLQ FUNKCII Φ(x) W “TOM

SLUˆAE IMEEM: PRI 0 < x < x̄0 (t) — OBLASTX MONOTONNOGO WOZRASTANIQ, A PRI x >
x̄0(t) — MONOTONNOE UBYWANIE (SM. (41) I (42)). pRI “TOM ZAMETIM, ˆTO RASPOLOVENIE

GRAFIKA “TOJ FUNKCII ZAWISIT OT WELIˆINY HIMIˆESKOGO POTENCIALA µ̄ (SM. (40)).
tAK, PRI FIKSIROWANNYH ZNAˆENIQH PARAMETROW a I t IZ RASSMATRIWAEMOJ OBLASTI

WOZNIKA@T SLEDU@]IE SITUACII.
1. eSLI µ̄ << t2−1

6t
(SM. (40)), TOGDA Φ(x) < 0 PRI WSEH x ≥ 0 (SM. RIS.6, KRIWAQ 1).

2. sU]ESTWUET TAKOE ZNAˆENIE HIMIˆESKOGO POTENCIALA µ̄ = µ̄∗(t) <
t2−1
6t

, PRI

KOTOROM Φ(x̄0(t)) = 0 (KRIWAQ 2 NA RIS.6). wYRAVENIE DLQ µ̄∗(t) MOVNO POLUˆITX

SLEDU@]IM OBRAZOM. iZ (34) IMEEM Φ(x̄0(t)) − Φ(0) = Const, PRI RAZLIˆNYH µ̄.
pODSTAWLQQ µ̄ = µ̄∗(t) I µ̄ = t2−1

6t
, NAHODIM

µ̄∗(t) = x̄0(t)−
f(x̄0(t))− i (x̄0(t))

t
. (48)

3. eSLI µ̄∗(t) < µ̄ < t2−1
6t

, TOGDA GRAFIK FUNKCII Φ(x) PERESEKAET OSX Ox W DWUH

TOˆKAH x1(µ̄, t) I x2(µ̄, t) (KRIWAQ 3 NA RIS.6). pRI “TOM OTMETIM, ˆTO x1(µ̄, t) <
x̄0(t) < x2(µ̄, t).

4. eSLI µ̄ > t2−1
6t

, TO FUNKCIQ Φ(x) OBRA]AETSQ W NULX LI[X PRI x = x2(µ̄, t) >
x̄0(t) (KRIWAQ 4 NA RIS.6). eSLI a > a∗ (46) I t > t1a (47), A TAKVE KOGDA a < a∗ I

t ≥ 1, TO MY IMEEM α < 0 (38). w “TOM SLUˆAE FUNKCIQ Ψ(x) < 0 PRI WSEH x > 0
(KRIWAQ 2 NA RIS.6).

rIS. 5. fUNKCIQ Ψ(x). rIS. 6. fUNKCIQ Φ(x) PRI RAZLIˆNYH ZNA-
ˆENIQH WELIˆINY HIMPOTENCIALA

µ (SLUˆAJ α > 0).

sLEDOWATELXNO, FUNKCIQ Φ(x) (34) MONOTONNO UBYWAET NA WSEJ OBLASTI x > 0
TAK, ˆTO ESLI µ̄ < t2−1

6t
, TO Φ(x) < 0 PRI WSEH x > 0 (KRIWAQ 1 NA RIS.7), A KOGDA

µ̄ > t2−1
6t

, TOGDA GRAFIK FUNKCII Φ(x) PERESEˆET OSX Ox W EDINSTWENNOJ TOˆKE
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x = x2(µ̄, t) (KRIWAQ 2 NA RIS.7). pROWEDENNYJ ANALIZ POZWOLQET DLQ FIKSIROWANNYH

ZNAˆENIJ PARAMETROW a I t IZ WY[EUKAZANNYH OBLASTEJ KAˆESTWENNO PREDSTAWITX

GRAFIK FUNKCII ϕ(x) (33).
a. eSLI a ≤ a∗, TOGDA PRI WSEH t ≥ 1 HARAKTER POWEDENIQ GRAFIKA FUNKCII

ϕ(x) BUDET ZAWISETX OT WELIˆINY HIMIˆESKOGO POTENCIALA µ̄. pREVDE WSEGO OTME-
TIM, ˆTO PRI α < 0 SPRAWEDLIWO SOOTNO[ENIE x0(t) >

t2−1
6t

DLQ WSEH t ≥ 1 (SM.
ASIMPTOTIKI (19) I (39), A TAKVE RIS.4). nA RIS.8 IZOBRAVENY TRI KRIWYE, KA-
VDAQ IZ KOTORYH SOOTWETSTWUET ϕ(x) PRI NEKOTOROM ZNAˆENII µ̄. tAK, DLQ LINII

1 WELIˆINA HIMIˆESKOGO POTENCIALA TAKAQ, ˆTO µ̄ < t2−1
6t

(SM. (32)). w “TOM SLUˆAE

URAWNENIE STACIONARNOSTI (28) IMEET DWA RE[ENIQ: x = 0 I x = x0(t). pOSLEDNEE
QWLQETSQ TOˆKOJ GLOBALXNOGO MINIMUMA DLQ POTENCIALA v0µ̄t(x) (27). kOGDA HIMIˆE-

SKIJ POTENCIAL PRINIMAET ZNAˆENIQ t2−1
6t

< µ̄ < x0(t), TOGDA GRAFIK FUNKCII ϕ(x)
PERESEKAET OSX Ox W DWUH TOˆKAH x2(µ̄, t) I x0(t) (KRIWAQ 2 NA RIS.8). w “TOM SLUˆAE

“FFEKTIWNYJ POTENCIAL v0µ̄t(x) IMEET MINIMUMY W DWUH TOˆKAH: x = 0 I x = x0(t).
pRI “TOM GLOBALXNYJ MINIMUM W ZAWISIMOSTI OT µ̄ MOVET NAHODITXSQ KAK W ODNOJ,
TAK I W DRUGOJ TOˆKAH. oTLOVIM “TOT WOPROS DO SLEDU@]EGO RAZDELA. nAKONEC, PRI
µ̄ > x0(t) FUNKCIQ ϕ(x) > 0 DLQ WSEH x ≥ 0 (KRIWAQ 3 NA RIS.8), ˆTO SOOTWETSTWUET

LI[X TRIWIALXNOMU RE[ENI@ x = 0 URAWNENIQ (28).

rIS. 7. fUNKCIQ Φ(x) PRI RAZLIˆNYH ZNA-
ˆENIQH WELIˆINY HIMPOTENCIALA

µ̄ (SLUˆAJ α < 0).

rIS. 8. fUNKCIQ ϕ PRI RAZLIˆNYH ZNAˆE-
NIQH WELIˆINY HIMPOTENCIALA µ̄

(SLUˆAJ α < 0).

B. pUSTX a > a∗ (46) I 1 ≤ t < t1a (47). w “TOM SLUˆAE WAVNO ZNATX, KAK

SOOTNOSQTSQ MEVDU SOBOJ x̄0(t) I x0(t). nAPOMNIM, ˆTO x0(t) — NEQWNAQ FUNKCIQ,
ZADANNAQ POSREDSTWOM URAWNENIQ (35), A x̄0(t) ZADAETSQ URAWNENIEM Ψ(x) = 0 (43).
nA RIS.9 KAˆESTWENNO POKAZANY GRAFIKI “TIH FUNKCIJ, KOTORYE PERESEKA@TSQ W

TOˆKE t = t̃a TAK, ˆTO

x0(t) < x̄0(t) PRI t < t̃a;

x0(t) > x̄0(t) PRI t̃a < t ≤ t1a. (49)
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pREDWARITELXNO WWEDEM ZNAˆENIE PARAMETRA t = Ta (t̃a < Ta < t1a), PRI KOTOROM
t2−1
6t

= x0(t). tAK, ˆTO

x0(t) <
t2 − 1

6t
PRI 1 < t < Ta;

x0(t) >
t2 − 1

6t
PRI Ta < t < t1a, (50)

A SOGLASNO (32), BUDEM IMETX

ϕ(0) = ϕ(x0(t)) = 0 PRI t = Ta. (51)

oTMETIM, ˆTO ZNAˆENIQ t̃a I Ta NAHODQTSQ WBLIZI TOˆKI t1a. tAK, PRI a = 5; 10; 100 BU-
DEM SOOTWETSTWENNO IMETX t1a = 2.414...; 3.415...; 10.800..., t̃a = 2.394...; 3.389...; 10.723...
I Ta = 2.402...; 3.398...; 10.746.... iTAK, MOVNO WYDELITX TRI RAZLIˆNYH SLUˆAQ W ZA-
WISIMOSTI OT ZNAˆENIJ PARAMETRA t.

1) pRI 1 ≤ t < t̃a (SM. PERWU@ STROKU W (49)) MY IMEEM SITUACI@, KAˆESTWENNO
POKAZANNU@ NA RIS.10, GDE LINIQ 1 SOOTWETSTWUET WELIˆINE HIMIˆESKOGO POTENCIALA

µ̄ < x0(t). pRI “TOM GRAFIK FUNKCII ϕ (x) MONOTONNO WOZRASTAET PRI WSEH x > 0
I W TOˆKE x = x0(t) PERESEKAET OSX Ox. tEM SAMYM MY IMEEM PRI x = x0(t)
GLOBALXNYJ MINIMUM DLQ POTENCIALA v0µ̄t(x) (27). pRI x0 (t) < µ̄ < t2−1

6t
FUNKCIQ

ϕ(x) OBRA]AETSQ W NULX W TOˆKE x = x1(µ̄, t) (KRIWAQ 2 NA RIS.10), KOTORAQ QWLQETSQ

GLOBALXNYM MINIMUMOM DLQ “FFEKTIWNOGO POTENCIALA (27). zAMETIM, ˆTO x1(µ̄, t)
W ZAWISIMOSTI OT µ̄ MOVET PRINIMATX L@BYE ZNAˆENIQ — OT NULQ PRI µ̄ = t2−1

6t
, DO

x0 (t) PRI µ̄ = x0 (t). eSLI µ̄ > t2−1
6t

, TOGDA ϕ(x), WOOB]E, NE PERESEKAET OSI Ox, I
URAWNENIE STACIONARNOSTI (28) IMEET TOLXKO TRIWIALXNOE RE[ENIE x = 0.

rIS. 9. gRAFIKI FUNKCIJ xo(t) I x̄o(t)
(SLUˆAJ G < Gc).

rIS. 10. fUNKCIQ ϕ(x) PRI RAZLIˆNYH

ZNAˆENIQH WELIˆINY HIMPOTEN-
CIALA µ (SLUˆAJ t < t̃a).

2) kOGDA t̃a < t < Ta, TO PRI µ̄ < µ̄∗(t) (48) FUNKCIQ ϕ(x) IMEET EDINSTWENNYJ

NULX W TOˆKE x = x0(t) (KRIWAQ 1 NA RIS.11). eSLI HIMIˆESKIJ POTENCIAL PRINIMAET

ZNAˆENIQ µ̄∗(t) < µ̄ < x0(t) (KRIWAQ 2 NA RIS.11), TOGDA URAWNENIE STACIONARNOSTI
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(28) IMEET TRI NETRIWIALXNYH RE[ENIQ: x1(µ̄, t), x2(µ̄, t) I x0(t). pRI “TOM “FFEK-
TIWNYJ POTENCIAL (27) W TOˆKAH x1(µ̄, t) I x0(t) DOSTIGAET MINIMALXNOGO ZNAˆENIQ.
pRI x0 (t) < µ̄ < t2−1

6t
MY IMEEM KRIWU@ 3 NA RIS.11, GDE GRAFIK FUNKCII ϕ(x) PERE-

SEKAET OSX Ox LI[X W TOˆKE x = x1(µ̄, t). tAKVE OTMETIM, ˆTO PRI µ̄∗(t) < µ̄ < t2−1
6t

WELIˆINA x1(µ̄, t) W ZAWISIMOSTI OT µ̄ MOVET PRINIMATX L@BYE ZNAˆENIQ — OT NULQ

PRI µ̄ = t2−1
6t

, DO x̄0(t) PRI µ̄ = µ̄∗(t). pRI “TOM x0(t) > x̄0(t) (SM. FORMULU (49)

WTORAQ STROˆKA). i NAKONEC, PRI µ̄ > t2−1
6t

(KRIWAQ 4 NA RIS.11) URAWNENIE (28)
IMEET TOLXKO TRIWIALXNOE RE[ENIE x = 0.

3) nA RIS.12 OTRAVEN SLUˆAJ, KOGDA Ta < t < t1a. lINIQ 1 OTWEˆAET ZNAˆENIQM

HIMIˆESKOGO POTENCIALA µ̄ < µ̄∗(t) (48), PRI KOTORYH ϕ(x) PERESEKAET OSX Ox LI[X

W TOˆKE x = x0(t). eSLI µ̄∗(t) < µ̄ < t2−1
6t

(KRIWAQ 2 NA RIS. 12), TOGDA IMEEM TRI

NETRIWIALXNYH RE[ENIQ URAWNENIQ (28): x1(µ̄, t), x2(µ̄, t) I x0(t). pRI “TOM x1(µ̄, t)
I x0(t) — TOˆKI MINIMUMA DLQ POTENCIALA v0µ̄t(x) (27). pRI t2−1

6t
< µ̄ < x0(t) MY

IMEEM DWE TOˆKI PERESEˆENIQ ϕ(x) S OSX@ Ox: x = x2(µ̄, t) I x = x0(t) (KRIWAQ 3
NA RIS.12). w “TOM SLUˆAE “FFEKTIWNYJ POTENCIAL IMEET MINIMUM PRI x = 0 I

x = x0(t). tAKVE OTMETIM, ˆTO PRI µ̄∗(t) < µ̄ < x0(t) WELIˆINA x2(µ̄, t), W ZAWISIMOSTI

OT µ̄ PRINIMAET L@BYE ZNAˆENIQ — OT x̄0(t) PRI µ̄ = µ̄∗(t), DO x0(t), PRI µ̄ = x0(t).
eSLI µ̄ > x0(t), TOGDA ϕ(x) > 0 PRI WSEH x ≥ 0 (KRIWAQ 4 NA RIS.12), T.E. URAWNENIE
STACIONARNOSTI (28) IMEET TOLXKO TRIWIALXNOE RE[ENIE.

rIS. 11. fUNKCIQ ϕ(x) PRI RAZLIˆNYH

ZNAˆENIQH WELIˆINY HIMPOTEN-
CIALA µ̄ (SLUˆAJ t̃a < t < Ta).

rIS. 12. fUNKCIQ ϕ(x) PRI RAZLIˆNYH

ZNAˆENIQH WELIˆINY HIMPOTEN-
CIALA µ̄ (SLUˆAJ Ta < t < t

1
a).

s. sLUˆAJ a > a∗ (46) I t > t1a (47) POLNOSTX@ OPISYWAETSQ PUNKTOM a “TOGO

RAZDELA I GRAFIˆESKI PREDSTAWLEN NA RIS.8.

3.2 sLUˆAJ G < Gc. fAZOWAQ STRUKTURA

nA OSNOWE PROWEDENNOGO W PREDYDU]EM PUNKTE ANALIZA FUNKCII ϕ(x) (33) MY

TEPERX SMOVEM OPISATX FAZOWYJ PORTRET MODELI nil W ZAWISIMOSTI OT ZNAˆENIJ

(µ̄, t) ∈ Ω̄0 (26).
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I. pUSTX a < a∗ (46). iSPOLXZUQ SWOJSTWA FUNKCII ϕ(x) (SM. RIS.8 I SOOTWET-
STWU@]IJ EMU SLUˆAJ a PREDYDU]EGO PUNKTA), MOVNO SDELATX SLEDU@]IE WYWODY.
pREDPOLOVIM, ˆTO ZNAˆENIE PARAMETRA t FIKSIROWANO PRI t > 1. tOGDA PRI µ̄ < t2−1

6t

URAWNENIE STACIONARNOSTI (28) IMEET DWA KORNQ x = x0(t) I x = 0 . pRIˆEM ABSOL@T-
NYJ MINIMUM POTENCIALA v0µ̄t(x) NAHODITSQ W TOˆKE x0(t). —TO OZNAˆAET, ˆTO TOˆKI

PLOSKOSTI (µ̄, t), RASPOLOVENNYE NIVE KRIWOJ µ̄ = t2−1
6t

, SOOTWETSTWU@T MASSIWNOJ

FAZE TEORII — FAZE w, W KOTOROJ ISHODNAQ KIRALXNAQ SIMMETRIQ (2) MODELI nil

SPONTANNO NARU[ENA, A FERMIONY IME@T MASSU Σ0 (λ) (Σ0 (λ) = 2πλ0x0(t) SM. (24)),
NE ZAWISQ]U@ OT µ. eSLI µ̄ > x0(t), TO URAWNENIE STACIONARNOSTI IMEET TOLXKO

TRIWIALXNOE RE[ENIE, I PO“TOMU DLQ WSEH TOˆEK PLOSKOSTI (µ̄, t), RASPOLOVENNYH
WY[E KRIWOJ µ̄ = x0(t), BUDEM IMETX BEZMASSOWU@ KIRALXNO SIMMETRIˆNU@ FAZU a.

tEPERX RASSMOTRIM ZNAˆENIQ PARAMETROW (µ̄, t) : t2−1
6t

< µ̄ < x0(t). pRI “TOM

URAWNENIE STACIONARNOSTI (28) IMEET DWA NETRIWIALXNYH RE[ENIQ: x = x2(µ̄, t) I

x = x0(t). w “TOM SLUˆAE “FFEKTIWNYJ POTENCIAL W TOˆKE x2(µ̄, t) IMEET LOKALXNYJ

MAKSIMUM, A W NULE I W TOˆKE x0(t) DOSTIGAET MINIMALXNOE ZNAˆENIE. oˆEWIDNO, ˆTO
KRITIˆESKOE ZNAˆENIE HIMIˆESKOGO POTENCIALA, PRI KOTOROM GLOBALXNYJ MINIMUM

FUNKCII v0µ̄t(x) PEREHODIT IZ TOˆKI x0(t) W TOˆKU x = 0, OPREDELQETSQ URAWNENIEM

v0µ̄t(x0(t)) = v0µ̄t(0). (52)

pODSTAWLQQ (27) W URAWNENIE (52), POLUˆAEM SLEDU@]EE RE[ENIE:

µ̄1c(t) =
{
6

t
[vt(0) − vt(x0(t))]

}1/3
, (53)

GDE

vt(x) = v0(x)−
2t

π

∫ ∞
0

u2 ln
[
1− exp

(
−
2π

t

√
x2 + u2

)]
du, (54)

v0(x) =
x2

12
+
ax2

2
− 2a2 ln

(
1 +

x2

4a

)
+
x4

8
ln
(
1 +

4a

x2

)
. (55)

nA PLOSKOSTI (µ̄, t) FUNKCIQ µ̄1c(t) IZOBRAVAETSQ KRIWOJ, OBYˆNO NAZYWAEMOJ

KRITIˆESKOJ KRIWOJ, NIVE KOTOROJ NAHODITSQ MASSIWNAQ FAZA w, WY[E NEE —
BEZMASSOWAQ FAZA a (SM. RIS.13). tAK KAK PRI PERESEˆENII KRITIˆESKOJ KRIWOJ PA-
RAMETR PORQDKA TEORII (MASSA FERMIONOW, KOTORAQ SOWPADAET SO ZNAˆENIEM TOˆKI

GLOBALXNOGO MINIMUMA POTENCIALA VµL(Σ)) SKAˆKOM MENQET SWOE ZNAˆENIE, TO PERE-
HOD IZ FAZY w W FAZU a I NAOBOROT W “TOM SLUˆAE ESTX FAZOWYJ PEREHOD PERWOGO

RODA. iZ WYRAVENIQ (53) MOVNO IZWLEˆX ASIMPTOTIˆESKOE POWEDENIE KRITIˆESKOJ

KRIWOJ PRI t→ 1+. dLQ “TOGO NEOBHODIMO ISPOLXZOWATX RAZLOVENIE FUNKCII vt(x)
(54) W RQD tEJLORA I OSTAWITX W NEM ˆETYRE PERWYH ˆLENA. uˆITYWAQ TAKVE

SOOTNO[ENIE (39), IMEEM

µ̄1c(t) =
1

3
(t− 1)

[
1 +

(
α

6

)2
(t− 1)2

]
+O

(
(t− 1)5

)
PRI t→ 1+. (56)
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rIS. 13. fAZOWYJ PORTRET MODELI nil PRI

ZNAˆENII KONSTANTY SWQZI 0 < G <
(0.917...)Gc.

sRAWNIWAQ (56) I (39), WIDIM, ˆTO FUNKCII t2−1
6t

, µ̄1c(t) I x0(t) SOWPADA@T PRI

t = 1 I IME@T ODINAKOWU@ KASATELXNU@ W “TOJ TOˆKE. dLQ NAHOVDENIQ POWEDENIQ

µ̄1c(t) PRI t→∞ NUVNO WOSPOLXZOWATXSQ FORMULOJ (p.7) IZ PRILOVENIQ 2, A TAKVE

ASIMPTOTIKOJ (19) DLQ Σ0(λ). w REZULXTATE POLUˆIM

µ̄1c(t) ≈ (0.321...)t PRI t→∞. (57)

sLEDUET ZAMETITX, ˆTO WO WSEH TOˆKAH KRITIˆESKOJ KRIWOJ µ̄1c(t) PROISHODIT FAZO-
WYJ PEREHOD PERWOGO RODA. iSKL@ˆENIEM, KAK POKAZANO W RAZDELE 3, QWLQETSQ LI[X

TOˆKA (0,1), PRI PERESEˆENII KOTOROJ MY IMEEM FAZOWYJ PEREHOD WTOROGO RODA.

II. pUSTX a > a∗ (46). nA OSNOWANII REZULXTATOW ISSLEDOWANIQ POWEDENIQ FUNK-
CII ϕ(x) (33), PROWEDENNOGO W SLUˆAQH w I s RAZDELA 3.1 I OTRAVENNOGO NA RIS. 8,
10, 11 I 12, MY MOVEM KAˆESTWENNO OPISATX FAZOWYJ PORTRET MODELI. dLQ “TOGO

SPERWA ZAFIKSIRUEM ZNAˆENIE PARAMETRA t PRI 1 ≤ t < t̃a (49). tOGDA PRI µ̄ < x0(t)
IMEEM GLOBALXNYJ MINIMUM POTENCIALA v0µ̄t(x) W TOˆKE x0(t) (SM. RIS.10, KRIWAQ 1),
ˆTO SOOTWETSTWUET MASSIWNOJ FAZE w (W “TOM SLUˆAE FERMIONY IME@T MASSU Σ0(λ)).
eSLI x0 (t) < µ̄ < t2−1

6t
, TO FUNKCIQ ϕ(x) OBRA]AETSQ W NULX LI[X PRI x = x1(µ̄, t)

(KRIWAQ 2 NA RIS.10). w “TOJ TOˆKE U “FFEKTIWNOGO POTENCIALA GLOBALXNYJ MI-
NIMUM, A ZNAˆIT, MODELX nil PRI UKAZANNYH ZNAˆENIQH PARAMETROW µ̄ I t BUDET

NAHODITXSQ W DRUGOJ MASSIWNOJ FAZE s, GDE MASSA FERMIONOW STANOWITSQ RAWNOJ

Σ̃0(µ, λ) ≡ 2πλ0x1(µ̄, t) I PRIOBRETAET ZAWISIMOSTX OT HIMIˆESKOGO POTENCIALA 1. s
POMO]X@ RIS.10 NETRUDNO PONQTX (S UˆETOM (24)), ˆTO

Σ̃0(µ, λ)→ Σ0(λ) PRI µ̄→ x0 (t)+ , (58)

Σ̃0(µ, λ)→ 0 PRI µ̄→
t2 − 1

6t
. (59)

1dOKAZATELXSTWO TOGO, ˆTO PRI UKAZANNYH ZNAˆENIQH PARAMETROW NAHODITSQ NOWAQ MASSIWNAQ FAZA

s TEORII, PRIWEDENO W RABOTE [17]. zDESX POKAZANO, ˆTO NA LINII µ = Σ0(λ) WTORAQ PROIZWODNAQ

PO µ TERMODINAMIˆESKOGO POTENCIALA SISTEMY TERPIT RAZRYW. sLEDOWATELXNO, “TA LINIQ SOGLASNO

KRITERI@ FAZOWYH PEREHODOW [15] ESTX KRIWAQ FAZOWYH PEREHODOW WTOROGO RODA IZ ODNOJ MASSIWNOJ

FAZY w TEORII W DRUGU@ MASSIWNU@ FAZU s. w FAZE w PLOTNOSTX ˆASTIC W WAKUUME RAWNA NUL@,
A W FAZE s PLOTNOSTX ˆASTIC OTLIˆNA OT NULQ. kROME TOGO, RAZLIˆNY I MASSY ODNOˆASTIˆNYH

FERMIONNYH WOZBUVDENIJ OSNOWNYH SOSTOQNIJ “TIH FAZ.

16



pRI µ̄ > t2−1
6t

, URAWNENIE STACIONARNOSTI (28) IMEET TOLXKO TRIWIALXNOE RE[E-
NIE x = 0 (SM. RIS.10, KRIWAQ 3). pO“TOMU W “TOM SLUˆAE FERMIONY NAHODQTSQ W

BEZMASSOWOJ FAZE a.
tAKIM OBRAZOM, PRI 1 ≤ t < t̃a, NA FAZOWOM PORTRETE (µ̄, t) MY MOVEM OTMETITX

DWE KRITIˆESKIE KRIWYE:

µ̄2c(t) = x0(t), (60)

µ̄3c(t) =
t2 − 1

6t
. (61)

oDNA IZ NIH µ̄2c(t) IZOBRAVENA KRIWOJ ab NA RIS.14, A DRUGAQ — µ̄3c(t) — ESTX

KRIWAQ ac NA RIS.14. tAK KAK PARAMETR PORQDKA — MASSA FERMIONA — NEPRERYWEN

NA KRITIˆESKIH KRIWYH µ̄2c(t) I µ̄3c(t), TO FAZOWYE PEREHODY w↔s I s↔a QWLQ@TSQ

FAZOWYMI PEREHODAMI WTOROGO RODA.

rIS. 14. fAZOWYJ PORTRET MODELI nil PRI ZNAˆENII KONSTANTY SWQZI (0.917...) Gc < G <
Gc (NA “TOM I SLEDU@]IH RISUNKAH SPLO[NYE I [TRIHOWANNYE LINII IZOBRAVA-
@T KRIWYE TOˆEK FAZOWYH PEREHODOW SOOTWETSTWENNO WTOROGO I PERWOGO RODOW).

tEPERX ZAFIKSIRUEM ZNAˆENIE PARAMETRA t PRI t̃a < t < Ta (50). w “TOM SLUˆAE

RE[ENIE URAWNENIQ STACIONARNOSTI (28) GRAFIˆESKI OTRAVENO NA RIS.11. tAK, PRI
µ̄ < µ̄∗(t) (48) (KRIWAQ 1 NA RIS.11) GLOBALXNYJ MINIMUM FUNKCII v0µ̄t(x) (27) RAS-
POLOVEN W TOˆKE x0(t), ˆTO SOOTWETSTWUET MASSIWNOJ FAZE w. eSLI µ̄∗(t) < µ̄ < x0(t)
(KRIWAQ 2 NA RIS.11), TOGDA IMEEM SITUACI@, KOGDA “FFEKTIWNYJ POTENCIAL (27)
IMEET MINIMUMY W DWUH TOˆKAH x1(µ̄, t) I x0(t). kRITIˆESKOE ZNAˆENIE HIMIˆESKOGO

POTENCIALA µ̄4c(t), PRI KOTOROM GLOBALXNYJ MINIMUM FUNKCII v0µ̄t(x) PEREHODIT IZ

TOˆKI x0(t) W TOˆKU x1(µ̄, t), ZADAETSQ URAWNENIEM

v0µ̄t(x0(t)) = v0µ̄t(x1(µ̄, t)). (62)

17



nA PLOSKOSTI (µ̄, t) KRITIˆESKAQ KRIWAQ µ̄4c(t) RAZDELQET FAZY w I s (KRIWAQ
bc NA RIS.14). zAMETIM, ˆTO PRI t̃a < t < t1a (SM.(49)) SPRAWEDLIWY SLEDU@]IE

SOOTNO[ENIQ: x1(µ̄, t) < x̄0(t) < x0(t). tEM SAMYM PRI t̃a < t < Ta IMEEM

Σ̃0(µ, λ) < Σ0(λ) PRI µ̄→ µ̄4c(t)+, (63)

T.E. PRI PEREHODE ˆEREZ KRIWU@ µ̄4c(t), PARAMETR PORQDKA TEORII SKAˆKOM MENQET SWOE

ZNAˆENIE. sLEDOWATELXNO, µ̄4c(t) QWLQETSQ KRIWOJ TOˆEK FAZOWYH PEREHODOW PERWOGO

RODA IZ MASSIWNOJ FAZY w W MASSIWNU@ FAZU s I OBRATNO. pRI “TOM KRIWAQ

FAZOWYH PEREHODOW WTOROGO RODA µ̄2c(t) (60) W KRITIˆESKOJ TOˆKE b PEREHODIT W

KRIWU@ FAZOWYH PEREHODOW PERWOGO RODA µ̄4c(t). tAKU@ TOˆKU OBYˆNO NAZYWA@T

TRIKRITIˆESKOJ TOˆKOJ. dALEE PRI x0 (t) < µ̄ < t2−1
6t

FUNKCIQ ϕ(x) IMEET NULX LI[X

W TOˆKE x1(µ̄, t) (KRIWAQ 3 NA RIS.11), W KOTOROJ “FFEKTIWNYJ POTENCIAL (27) IMEET
GLOBALXNYJ MINIMUM.

tAKIM OBRAZOM, DLQ UKAZANNYH WY[E ZNAˆENIJ PARAMETROW µ̄ I t, MY, PO-
PREVNEMU, BUDEM IMETX MASSIWNU@ FAZU s TEORII — FAZU S FERMIONAMI MAS-
SY Σ̃0(µ, λ). pRIˆEM SPRAWEDLIWA ASIMPTOTIKA (59). pRI PERESEˆENII KRITIˆESKOJ

KRIWOJ µ̄3c(t) (61) (KRIWAQ ac NA RIS.14) W MODELI WOSSTANAWLIWAETSQ KIRALXNAQ

INWARIANTNOSTX, FERMIONY STANOWQTSQ BEZMASSOWYMI, I MY POPADAEM W FAZU a S

POMO]X@ FAZOWOGO PEREHODA WTOROGO RODA.
rASSMOTRIM ZNAˆENIE PARAMETRA t NA INTERWALE Ta < t < t1a. pRI µ̄ < µ̄∗(t) (48)

(KRIWAQ 1 NA RIS.12) GLOBALXNYJ MINIMUM “FFEKTIWNOGO POTENCIALA (27) RASPOLO-
VEN W TOˆKE x0(t), ˆTO SOOTWETSTWUET FAZE w. eSLI µ̄ > x0(t) (KRIWAQ 4 NA RIS.12),
TOGDA URAWNENIE STACIONARNOSTI (28) IMEET TOLXKO TRIWIALXNOE RE[ENIE, I MODELX

nil NAHODITSQ W BEZMASSOWOJ FAZE a. eSLI t2−1
6t

< µ̄ < x0(t) (KRIWAQ 3 NA RIS.12),
TO FUNKCIQ v0µ̄t(x) IMEET MINIMUMY W TOˆKAH x0(t) I x = 0. w “TOM SLUˆAE PRI

t = Ta I µ̄ = t2−1
6t

(SM. (50)) IMEEM: W TOˆKE x = 0 NAHODITSQ GLOBALXNYJ MINIMUM,
A PRI x = x0(t) U FUNKCII v0µ̄t(x) NAHODITSQ TOˆKA PEREGIBA. sLEDOWATELXNO, ZDESX

RASPOLAGAETSQ FAZA a TEORII. pRI t = t1a I µ̄ = t2−1
6t

GLOBALXNYJ MINIMUM “F-
FEKTIWNOGO POTENCIALA NAHODITSQ W TOˆKE x = x0(t), T.E. W “TOM SLUˆAE MY IMEEM

FAZU w.
tAKIM OBRAZOM, NEPRERYWNO PEREME]AQSX WDOLX LINII µ̄ = t2−1

6t
NA INTERWALE

Ta < t < t1a, MY OBNARUVIM KRITIˆESKU@ TOˆKU c PRI t = t∗a (SM. RIS.14), PEREHODQ
ˆEREZ KOTORU@, MODELX nil BUDET IMETX FAZOWYJ PEREHOD PERWOGO RODA IZ FAZY a

W FAZU w I NAOBOROT. tAK ˆTO DLQ WSEH TOˆEK PLOSKOSTI (µ̄, t) — t2−1
6t

< µ̄ < x0(t)
I Ta < t < t1a — MY BUDEM IMETX KRITIˆESKU@ KRIWU@ FAZOWYH PEREHODOW PERWOGO

RODA µ̄1c(t) (53), ISHODQ]U@ IZ TOˆKI c (KRIWAQ cd NA RIS.14) I RAZDELQ@]U@ FAZY

a I w. kOGDA µ̄∗(t) < µ̄ < t2−1
6t

I Ta < t < t1a (KRIWAQ 2 NA RIS.12), TO FUNKCIQ

v0µ̄t(x) IMEET MINIMUMY W TOˆKAH x1(µ̄, t) I x0(t). w “TOM SLUˆAE MOVNO WYDELITX

DWE MASSIWNYE FAZY: FAZU w S MASSOJ FERMIONOW Σ0(λ) I FAZU s, W KOTOROJ MASSA

FERMIONOW Σ̃0(µ, λ). oNI RAZDELENY KRITIˆESKOJ KRIWOJ FAZOWYH PEREHODOW PERWOGO

RODA µ̄4c(t) (KRIWAQ bc NA RIS.14), OPREDELQEMOJ URAWNENIEM (62). pRI “TOM OSTA@TSQ

W SILE ASIMPTOTIKI (59) I (63). iZ (59) TAKVE SLEDUET, ˆTO DLQ Ta < t < t1a FAZY

a I s RAZDELENY KRITIˆESKOJ KRIWOJ FAZOWYH PEREHODOW WTOROGO RODA µ̄3c(t) (61)
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(KRIWAQ ac NA RIS.14). tAKVE ZAMETIM, ˆTO KRIWYE FAZOWYH PEREHODOW PERWOGO RODA

µ̄4c(t) I µ̄1c(t) W TOˆKE c PLAWNO PEREHODQT DRUG W DRUGA. kROME TOGO, W TOˆKU c
PRIHODIT I LINIQ FAZOWYH PEREHODOW WTOROGO RODA µ̄3c(t). oBYˆNO KRITIˆESKU@

TOˆKU c NAZYWA@T TRIKRITIˆESKOJ TOˆKOJ.
nAKONEC, RASSMOTRIM INTERWAL t > t1a (47) (SM. RIS.8). tAK KAK “TOT SLUˆAJ

POLNOSTX@ SOWPADAET S SITUACIEJ, RASSMOTRENNOJ W SLUˆAE I (a < a∗) I OTRAVENNOJ

NA RIS.13, TO ZDESX BUDEM IMETX DWE FAZY: a I w, RAZDELENNYE KRITIˆESKOJ KRIWOJ

FAZOWYH PEREHODOW PERWOGO RODA µ̄1c(t) (53) (KRIWAQ cd NA RIS.14).

3.3 sLUˆAJ G > Gc. uRAWNENIE STACIONARNOSTI

zDESX WELIˆINA F (0) < 0 (SM. (16)), PO“TOMU UDOBNO WWESTI SLEDU@]EE OBOZNA-
ˆENIE:

F (0) =
π2

2G
−

Λ2

8
≡ −

π2

6
λ̄20. (64)

kAK I W PREDYDU]EM SLUˆAE (SM. (24)), WWEDEM WELIˆINY

a ≡
Λ2

16π2λ̄20
; x ≡

Σ

2πλ̄0
; µ̄ ≡

µ

2πλ̄0
; t ≡

λ

λ̄0
. (65)

w NOWYH OBOZNAˆENIQH POTENCIAL MODELI vµ̄t(x) (25) WNE[NE PRETERPEWAET NEZNAˆI-
TELXNYE IZMENENIQ (LI[X TOLXKO W PERWOM SLAGAEMOM MENQETSQ ZNAK):

vµ̄t (x) = −
x2

12
+
a

2
x2 − 2a2 ln

(
1 +

x2

4a

)
+
x4

8
ln
(
1 +

4a

x2

)
−

−
2t

π

∫ ∞
0

u2 ln
[
1− exp

(
−
2π

t

√
x2 + u2

)]
du −

t

2

∞∑
n=0

αnΘ
(
µ̄−
√
x2 + t2n2

)
×

×
{
µ̄
(
µ̄2 − x2 − t2n2

)
−

2

3

[
µ̄3 −

(
x2 + t2n2

)3/2]}
. (66)

sOOTWETSTWENNO W OBLASTI Ω̄0 (SM. (26)) IMEEM “FFEKTIWNYJ POTENCIAL

v0µ̄t(x) = −
x2

12
+
ax2

2
− 2a2 ln

(
1 +

x2

4a

)
+
x4

8
ln
(
1 +

4a

x2

)
−

−
2t

π

∫ ∞
0

u2 ln
[
1− exp

(
−
2π

t

√
x2 + u2

)]
du−

t

2
Θ (µ̄− x)

(
2

3
x3 − µ̄x2 +

1

3
µ̄3
)
, (67)

DLQ KOTOROGO URAWNENIE STACIONARNOSTI IMEET WID (28), GDE WYRAVENIE DLQ FUNK-
CII ϕ (x), PO-PREVNEMU, SODERVITSQ W (29), A (S UˆETOM OBOZNAˆENIJ (65)) WMESTO

(30) MY BUDEM IMETX

f(x) ≡
F (Σ)

π2λ̄20
= −

1

6
+
x2

2
ln(1 +

4a

x2
). (68)
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wYRAVENIE DLQ FUNKCII i (x) ≡ I(Σ)
/
π2λ̄20 OSTANETSQ BEZ IZMENENIJ (31). kAˆE-

STWENNYJ ANALIZ FUNKCIJ f(x) I i (x) BYL PROWEDEN RANX[E (SM. RAZDEL 3 SLUˆAJ

(i)) I OTRAVEN NA RIS.1, GDE POKAZANY GRAFIKI FUNKCIJ F (Σ) I I(Σ), KOTORYE

PERESEKA@TSQ W EDINSTWENNOJ TOˆKE

Σ0(λ) ≡ 2πλ̄0x0(t). (69)

tAK KAK f(x) MONOTONNO WOZRASTAET K PREDELXNOMU ZNAˆENI@

f(x)→ −
1

6
+ 2a PRI x→∞, (70)

TO RE[ENIE URAWNENIQ (35) x0(t) OPREDELENO LI[X PRI a > 1/12. pRI “TOM, ESLI

t → 0, TO x0(t) → m ≡ M
/
2πλ̄0 �= 0 — TOˆKA PERESEˆENIQ GRAFIKA FUNKCII f (x)

S OSX@ Ox (M ≡ Σ0(0) SM. (69)). nETRUDNO POKAZATX, ˆTO m → 0 PRI a → ∞, I

m→∞ PRI a→ 1/12. eSLI t→∞, TO WERNA ASIMPTOTIKA (19): x0(t) ∼ (2, 719...) t.

rIS. 15. fUNKCIQ µ̄ = xo(t) PRI RAZLIˆNYH

ZNAˆENIQH PARAMETRA a I DLQ KON-
STANTY SWQZI G > Gc.

tAKIM OBRAZOM, WIDNO, ˆTO PRI

DOSTATOˆNO MALYH, A TAKVE — PRI

BOLX[IH ZNAˆENIQH t GRAFIK FUNK-
CII µ̄ = x0(t) LEVIT WNE OBLASTI Ω̄0.
tAK, PRI a = 100 TOLXKO TOˆKI “TOJ

KRIWOJ, SOOTWETSTWU@]IE INTERWALU

0.189... < t < 563.585..., NAHODQTSQ W

Ω̄0, PRI a = 10 “TOT INTERWAL IME-
ET WID 0.223... < t < 177.550... , PRI

a = 1 — 0.294... < t < 53.978... , PRI
a = 0.1 — 0.981... < t < 7.196... I T.D.
nAKONEC, SU]ESTWUET ZNAˆENIE a = ā =
0.0876... , PRI KOTOROM GRAFIK FUNK-
CII µ̄ = x0(t) LI[X KASAETSQ GRANICY

OBLASTI Ω̄0 W TOˆKE t = t̄ = 2.599... . nA
RIS.15 KAˆESTWENNO OTRAVENO POWEDENIE FUNKCII µ̄ = x0(t) PRI RAZLIˆNYH ZNAˆENI-
QH PARAMETRA a. tEM SAMYM MY RASSMOTRELI POWEDENIE FUNKCII ϕ (x) PRI x ≥ µ̄
(SM. (33)) W SLUˆAE G > Gc.

tEPERX RASSMOTRIM FUNKCI@ Φ(x) ≡ ϕ (x) PRI x < µ̄ (SM. (34)), DLQ KOTOROJ W

SLUˆAE G > Gc WMESTO (40) IMEEM

Φ(0) = ϕ (0) = −
t2 + 1

6
+ µ̄t. (71)

tAKIM OBRAZOM,

ϕ(0) < 0 PRI µ̄ <
t2 + 1

6t
, (72)

ϕ(0) > 0 PRI µ̄ >
t2 + 1

6t
. (73)
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dALEE MY OTMETIM SPRAWEDLIWOSTX ASIMPTOTIKI (41) PRI x << 1, GDE Φ(0)
ZADAETSQ (71), A TAKVE S UˆETOM (70) FAKT

Φ(x)→ −
1

6
+ 2a+ tµ̄− tx PRI x→∞. (74)

fUNKCIQ Ψ(x) ≡ dΦ
dx

TAKAQ VE, KAK I W SLUˆAE G < Gc. tEM SAMYM WYRAVENIQ (43)-
(45) IME@T SILU I W SLUˆAE G > Gc. pOWEDENIE FUNKCII Ψ(x), A SLEDOWATELXNO,
I FUNKCII Φ(x), SILXNO ZAWISIT OT ZNAKA WELIˆINY α (38). tAK, PRI t < t1a (47)
MY IMEEM α > 0. w “TOM SLUˆAE Ψ(x) > 0 PRI x < x̄0 (t) I Ψ(x) < 0 PRI x > x̄0 (t)
(SM. RIS.5, KRIWAQ 1). sOOTWETSTWU@]EE POWEDENIE FUNKCII Φ(x) PREDSTAWLENO NA

RIS.6. eSLI µ̄ < µ̄∗(t) (48), TO Φ(x) < 0 PRI WSEH x ≥ 0 (KRIWAQ 1 NA RIS.6).
pRI µ̄∗(t) < µ̄ < t2+1

6t
(SM. (72)) GRAFIK FUNKCII Φ(x) PERESEKAET OSX Ox W DWUH

TOˆKAH x1(µ̄, t) I x2(µ̄, t) (KRIWAQ 3 NA RIS.6). kOGDA µ̄ > t2+1
6t

, TOGDA FUNKCIQ Φ(x)
OBRA]AETSQ W NULX LI[X PRI x = x2(µ̄, t) > x̄0(t) (KRIWAQ 4 NA RIS.6).

eSLI t > t1a, TO α < 0. w “TOM SLUˆAE FUNKCIQ Ψ(x) < 0 PRI WSEH x > 0 (KRIWAQ
2 NA RIS.5). sLEDOWATELXNO, FUNKCIQ Φ(x) (34) MONOTONNO UBYWAET NA WSEJ OBLASTI

x > 0 TAK, ˆTO ESLI µ̄ < t2+1
6t

, TO Φ(x) < 0 PRI WSEH x > 0 (RIS.7, KRIWAQ 1), A KOGDA

µ̄ > t2+1
6t

, TOGDA GRAFIK FUNKCII Φ(x) PERESEKAET OSX Ox W EDINSTWENNOJ TOˆKE

x = x2(µ̄, t) (KRIWAQ 2 NA RIS.7).
tEPERX ZAMETIM, ˆTO W SLUˆAE G > Gc POWEDENIE GRAFIKA FUNKCII ϕ (x) ANALO-

GIˆNO RASSMOTRENNOMU WY[E SLUˆA@ G < Gc S TOJ LI[X RAZNICEJ, ˆTO WELIˆINE

HIMPOTENCIALA BUDUT SOOTWETSTWOWATX DRUGIE INTERWALY IZMENENIQ ZNAˆENIQ µ̄
DLQ KAVDOJ KRIWOJ NA RIS.8, 10-12. tAK2 , PRI t < t̃a MY IMEEM RIS.10, NA KOTOROM

LINII 1 OTWEˆA@T ZNAˆENIQM HIMPOTENCIALA µ̄ < x0 (t). pRI x0 (t) < µ̄ < t2+1
6t

MY

IMEEM KRIWU@ 2, A KOGDA µ̄ > t2+1
6t

— KRIWU@ 3 NA RIS.10. eSLI t̃a < t < Ta, TO

MY IMEEM FUNKCI@ ϕ (x) IZOBRAVENNU@ NA RIS.11, GDE Ta — ZNAˆENIE PARAMETRA

t, PRI KOTOROM t2+1
6t

= x0(t). qSNO, ˆTO (SR. S FORMULOJ (50))

x0(t) <
t2 + 1

6t
PRI t < Ta;

x0(t) >
t2 + 1

6t
PRI Ta < t < t1a. (75)

w “TOM SLUˆAE PRI µ̄ < µ̄∗(t) (48) MY IMEEM KRIWU@ 1 NA RIS.11, PRI µ̄∗(t) < µ̄ <
x0(t) — KRIWU@ 2, PRI x0 (t) < µ̄ < t2+1

6t
— KRIWU@ 3, PRI µ̄ > t2+1

6t
— KRIWU@ 4.

kOGDA Ta < t < t1a (47), TOGDA PRI µ̄ < µ̄∗(t) IMEEM KRIWU@ 1 NA RIS.12, PRI

µ̄∗(t) < µ̄ < t2+1
6t

— KRIWU@ 2, PRI t2+1
6t

< µ̄ < x0(t) — KRIWU@ 3, PRI µ̄ > x0(t) —
KRIWU@ 4 NA RIS.12. nAKONEC, SLUˆAJ t > t1a OTRAVEN NA RIS.8, GDE IZOBRAVENY TRI

GRAFIKA FUNKCII ϕ (x). tAK, KRIWOJ 1 NA RIS.8 OTWEˆA@T ZNAˆENIQ HIMPOTENCIALA

µ̄ < t2+1
6t

, KRIWOJ 2 SOOTWETSTWUET INTERWAL t2+1
6t

< µ̄ < x0(t), A DLQ KRIWOJ 3 —
ZNAˆENIQ µ̄ > x0(t).

2tOˆKA t̃a PRI G < Gc OPREDELENA W (49). w SLUˆAE G > Gc EE MOVNO OPREDELITX PODOBNYM

SOOTNO[ENIEM.

21



tAK VE, KAK I W SLUˆAE G < Gc, OTMETIM, ˆTO ZNAˆENIQ t̃a I Ta NAHODQTSQ WBLIZI

TOˆKI t1a. tAK, PRI a = 5; 10; 100 IMEEM SOOTWETSTWENNO: t1a = 2.414...; 3.415...; 10.800...,
t̃a = 2.388...; 3.384...; 10.710... I Ta = 2.406...; 3.394...; 10.755... .

3.4 fAZOWAQ STRUKTURA PRI G > Gc

eSLI PRI G < Gc WSE KRITIˆESKIE KRIWYE FAZOWOJ DIAGRAMMY RASPOLAGALISX

W OBLASTI Ω̄0 (SM. RIS.13, 14), TO W RASSMATRIWAEMOM SLUˆAE W “TOJ OBLASTI MY

MOVEM ZAFIKSIROWATX LI[X ˆASTX KRITIˆESKIH QWLENIJ MODELI nil. nAˆNEM S

RASSMOTRENIQ ZNAˆENIJ PARAMETROW (µ̄, t) ∈ Ω̄0 (26). tAK KAK FUNKCIQ ϕ (x) KAK DLQ

SLUˆAQ G < Gc, TAK I DLQ G > Gc, OBLADAET ODINAKOWYMI SWOJSTWAMI, IZOBRAVEN-
NYMI NA RIS.8, 10-12, TO, POWTORQQ DOSLOWNO WESX ANALIZ, PROWEDENNYJ W PUNKTE

3.2, MOVNO SDELATX SLEDU@]IE WYWODY.
1. pRI t < t̃a (49) MY IMEEM TRI FAZY MODELI nil (SM. RIS.16). tAK, MASSIW-

NAQ FAZA w (S MASSOJ FERMIONOW Σ0 (λ)) OTDELENA OT MASSIWNOJ FAZY s (S MASSOJ

FERMIONOW Σ̃0 (µ, λ) ≤ Σ0 (λ)) KRITIˆESKOJ KRIWOJ FAZOWYH PEREHODOW WTOROGO RODA

µ̄2c (t) = x0 (t) (SM. (60) I RIS.15), KOTORAQ IZOBRAVENA KRIWOJ mb NA RIS.16. bEZ-
MASSOWAQ KIRALXNO SIMMETRIˆNAQ FAZA a OTDELQETSQ OT FAZY s KRIWOJ FAZOWYH

PEREHODOW WTOROGO RODA (SR. S FORMULOJ (61)):

µ̄3c (t) =
t2 + 1

6t
, (76)

KOTORAQ IZOBRAVENA KRIWOJ ac NA RIS.16.

rIS. 16. fAZOWYJ PORTRET MODELI nil PRI ZNAˆENII KONSTANTY SWQZI Gc < G <

(1.225...)Gc.
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2. pRI t̃a < t < Ta (SM. (75)) FAZOWYJ PORTRET MODELI, PO-PREVNEMU, SOSTOIT IZ

WY[EUKAZANNYH TREH FAZ. pRI “TOM FAZY a I s OTDELENY DRUG OT DRUGA KRITIˆE-
SKOJ KRIWOJ µ̄3c (t), A MASSIWNYE FAZY w I s RAZDELQ@TSQ KRIWOJ FAZOWYH PEREHODOW

PERWOGO RODA µ̄4c (t) (KRIWAQ bc NA RIS.16), KOTORAQ NEQWNO ZADAETSQ URAWNENIEM (62),
GDE DLQ v0µ̄t(x) MY DOLVNY WOSPOLXZOWATXSQ WYRAVENIEM (67). w “TOM SLUˆAE MY

TAKVE OTMETIM NALIˆIE NA FAZOWOM PORTRETE (SM. RIS.16) TRIKRITIˆESKOJ TOˆKI b,
W KOTOROJ KRITIˆESKAQ KRIWAQ FAZOWYH PEREHODOW WTOROGO RODA µ̄2c (t) NEPRERYWNO

PEREHODIT W KRITIˆESKU@ KRIWU@ FAZOWYH PEREHODOW PERWOGO RODA µ̄4c (t).
3. pRI t > t1a (47) MY IMEEM DWE FAZY a I w, RAZDELENNYE KRITIˆESKOJ KRIWOJ

FAZOWYH PEREHODOW PERWOGO RODA µ̄1c (t) (KRIWAQ cd NA RIS.16), KOTORAQ ZADAETSQ WY-
RAVENIQMI (53) I (54). pRI “TOM WMESTO FUNKCII (55) MY DOLVNY ISPOLXZOWATX (SM.
(67))

v0(x) = −
x2

12
+
ax2

2
− 2a2 ln

(
1 +

x2

4a

)
+
x4

8
ln
(
1 +

4a

x2

)
. (77)

pODSTAWLQQ (77) W (p.4) MY POLUˆAEM WYRAVENIE, OTLIˆNOE OT (p.7) TOLXKO ZNA-
KOM PERWOGO SLAGAEMOGO (1/6 → −1/6). tAKIM OBRAZOM, KAK NESLOVNO POKAZATX,
ASIMPTOTIKA (57) OSTANETSQ W SILE I W SLUˆAE G > Gc.

4. nAKONEC, RASSMOTRIM INTERWAL Ta < t < t1a, GDE MY IMEEM TRIKRITIˆESKU@

TOˆKU c PRI NEKOTOROM ZNAˆENII t = t∗a (SM. RIS.16), PEREHODQ ˆEREZ KOTORU@,
KRITIˆESKAQ KRIWAQ FAZOWYH PEREHODOW PERWOGO RODA µ̄4c (t) PLAWNO PEREHODIT W

KRITIˆESKU@ KRIWU@ FAZOWYH PEREHODOW PERWOGO RODA µ̄1c (t), I BOLEE TOGO, W “TOJ

TOˆKE ZAKANˆIWAETSQ KRITIˆESKAQ KRIWAQ FAZOWYH PEREHODOW WTOROGO RODA µ̄3c (t).
pRI “TOM MODELX nil MOVET NAHODITXSQ W TREH FAZAH a, w I s TAK, KAK “TO

POKAZANO NA RIS.16.
sDELAEM INTERPOLQCI@ POLUˆENNOGO FAZOWOGO PORTRETA MODELI W OBLASTI Ω̄0

NA WS@ PLOSKOSTX (µ̄, t). sNAˆALA NAPOMNIM NEKOTORYE REZULXTATY RABOTY [9], GDE
BYLA RASSMOTRENA FAZOWAQ STRUKTURA MODELI nil PRI µ �= 0 I L =∞ W PLOSKOSTI

PEREMENNYH µ,M . iSPOLXZUQ NA[I OBOZNAˆENIQ, IH MOVNO SFORMULIROWATX TAK.
pRI t = 0 I µ̄ < m < m1c = 0.346..., GDE m1c ≡M1c/2πλ̄0 (SM. [9]), MODELX NAHODITSQ

W MASSIWNOJ FAZE w (FERMIONY S MASSOJ Σ0 (0) = M). pRI “TOM, ESLI µ̄ = m, TO
MY IMEEM KRITIˆESKU@ TOˆKU FAZOWOGO PEREHODA WTOROGO RODA IZ FAZY w W FAZU

s, DLQ KOTOROJ WELIˆINA HIMPOTENCIALA IZMENQETSQ W INTERWALE m < µ̄ < 1/
√
6. w

TOˆKE µ̄ = 1/
√
6 MY IMEEM FAZOWYJ PEREHOD WTOROGO RODA IZ FAZY s W FAZU a.

tEPERX ZAMETIM, ˆTO KRIWAQ µ̃ = x0 (t), ZADANNAQ NEQWNO URAWNENIEM (35), NE

ZAWISIT OT WELIˆINY HIMPOTENCIALA µ̄ I OPREDELENA PRI WSEH t ≥ 0. pRI TOM

ˆASTX EE, LEVA]AQ W Ω̄0, SOWPADAET S KRITIˆESKOJ KRIWOJ µ̄2c(t) = x0(t) (SM. (60)
I RIS.16), A TOˆKA S KOORDINATAMI (m, 0) QWLQETSQ KRITIˆESKOJ TOˆKOJ MODELI

(SM. [9]) I UDOWLETWORQET URAWNENI@ (35). pO“TOMU ESTESTWENNO PREDPOLOVITX, ˆTO
CELIKOM WSQ KRIWAQ µ̃ (≡ µ̄2c(t) = x0(t)) ESTX KRITIˆESKAQ KRIWAQ MODELI nil, W
TOM ˆISLE I DLQ TOˆEK (µ̄, t) /∈ Ω̄03 .
3pRI PERESEˆENII KRIWOJ µ̄2c(t) W OBLASTI Ω̄0 WTORAQ PROIZWODNAQ PO µ TERMODINAMIˆESKOGO PO-

TENCIALA (tdp) MODELI TERPIT RAZRYW [17] W TO WREMQ, KAK W TOˆKE (m, 0) RAZRYWNY PROIZWODNYE

tdp, NAˆINAQ S TRETXEJ [9]. pO“TOMU NA “TOJ KRIWOJ DOLVNA SU]ESTWOWATX TOˆKA, W KOTOROJ MENQ-
ETSQ HARAKTER FAZOWYH PEREHODOW.
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kRITIˆESKAQ KRIWAQ µ̄3c (t) (76) WYHODIT IZ OBLASTI Ω̄0 PRI t = 1/
√
5. w PRILO-

VENII 3 RASSMOTRENA FUNKCIQ µ̄3c (t) DLQ PROIZWOLXNYH ZNAˆENIJ PARAMETRA t (SM.
(p.12)). w ˆASTNOSTI, USTANOWLENO, ˆTO limt→0 µ̄3c (t) = 1/

√
6. tAKIM OBRAZOM, NA

RIS.16 IZOBRAVEN FAZOWYJ PORTRET MODELI nil DLQ WSEH TOˆEK PLOSKOSTI (µ̄, t) W

SLUˆAE a > a1c = 0.453... (T. E. PRI m < m1c = 0.346...), GDE KRITIˆESKAQ KRIWAQ FA-
ZOWYH PEREHODOW WTOROGO RODA µ̄3c (t) KAK FUNKCIQ PARAMETRA t ZADAETSQ WYRAVENIEM

(p.12).
w KONCE “TOGO RAZDELA OTMETIM, ˆTO FAZOWYE DIAGRAMMY NA PLOSKOSTQH (µ̄, t) I

(µ, λ) SWQZANY MEVDU SOBOJ LINEJNYMI MAS[TABNYMI PREOBRAZOWANIQMI (24) ILI

(65). pO“TOMU NA PLOSKOSTI (µ, λ) FAZOWYJ PORTRET MODELI BUDET IMETX TAKOJ VE

WID, KAK I NA RIS.13,14 I 16. tAKVE ZAMETIM, ˆTO S POMO]X@ (17) I (24) NESLOVNO

POLUˆITX SLEDU@]EE SOOTNO[ENIE:

G =
12a

12a + 1
Gc PRI G < Gc =

4π2

Λ2
. (78)

tAKIM OBRAZOM, PODSTAWLQQ W (78) ZNAˆENIE PARAMETRA a∗ (46), USTANOWIM, ˆTO
NA RIS.13 IZOBRAVEN FAZOWYJ PORTRET PRI ZNAˆENII KONSTANTY SWQZI 0 < G < g∗Gc,
GDE

g∗ =
12a∗

12a∗ + 1
= 0.917.... (79)

sOOTWETSTWENNO NA RIS.14 MY IMEEM SLUˆAJ, KOGDA KONSTANTA SWQZI PRINIMAET

ZNAˆENIE g∗Gc < G < Gc. aNALOGIˆNO S POMO]X@ (64) I (65) POLUˆIM

G =
12a

12a− 1
Gc PRI G > Gc. (80)

tEM SAMYM PRI Gc < G < g1cGc, GDE

g1c =
12a1c

12a1c − 1
= 1.225..., (81)

MY IMEEM SITUACI@, IZOBRAVENNU@ NA RIS.16.
sLEDUET OTMETITX, ˆTO ˆASTX RIS.16, RASPOLOVENNAQ W OBLASTI Ω̄0, KAˆESTWENNO

PRAWILXNO OTRAVAET KRITIˆESKIE SWOJSTWA MODELI PRI ZNAˆENIQH KONSTANTY SWQZI

G > g1cGc. oDNAKO DLQ NAHOVDENIQ FAZOWOJ STRUKTURY TEORII nil PRI TAKIH

KONSTANTAH SWQZI WNE OBLASTI Ω̄0 TREBU@TSQ DOPOLNITELXNYE ISSLEDOWANIQ, KOTORYE
MY PLANIRUEM PROWESTI W SKOROM WREMENI.

zAKL@ˆENIE

pREDLAGAEMAQ RABOTA POSWQ]ENA ISSLEDOWANI@ SOWMESTNOGO WLIQNIQ NETRIWIALX-
NOJ TOPOLOGII PROSTRANSTWA-WREMENI WIDA R3 × S1 I NENULEWOJ PLOTNOSTI ˆASTIC

NA OSNOWNOE SOSTOQNIE MODELI nil. zDESX RASSMOTREN SLUˆAJ TOLXKO PERIODIˆE-
SKIH GRANIˆNYH USLOWIJ (11) DLQ POLEJ. oSNOWNYE REZULXTATY PREDSTAWLENY NA

RIS.13, 14 I 16, GDE IZOBRAVENY FAZOWYE DIAGRAMMY MODELI DLQ RAZLIˆNYH ZNA-
ˆENIJ KONSTANTY SWQZI G. w NASTOQ]EJ STATXE DETALXNO RASSMOTRENA TEORIQ nil
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PRI 0 < G < G1c = (1.225...)Gc (SM. (81)), GDE Gc = 4π2/Λ2 (Λ PARAMETR OBREZANIQ).
sLUˆAJ G > G1c ISSLEDOWAN TOLXKO DLQ ZNAˆENIJ HIMPOTENCIALA µ I PARAMETRA

λ = 1/L (L – RADIUS KOMPAKTIFIKACII), PRINADLEVA]IH OBLASTI Ω0 (22), I PRED-
STAWLEN NA RIS.16.

mY POKAZALI, ˆTO PRI DOSTATOˆNO BOLX[IH ZNAˆENIQH λ SU]ESTWU@T ZNAˆENIQ

HIMIˆESKOGO POTENCIALA µ1c (λ) (SM. (53)) (WYRAVENIE (53) OPREDELQET FUNKCI@

µ̄1c (t), KOTORAQ SWQZANA S FUNKCIEJ µ1c (λ) LINEJNYMI PREOBRAZOWANIQMI (24) ILI

(65)), PRI KOTORYH W SISTEME WOSSTANAWLIWAETSQ KIRALXNAQ SIMMETRIQ S POMO]X@

FAZOWOGO PEREHODA PERWOGO RODA.
pRI SRAWNITELXNO MALYH ZNAˆENIQH λ MODELX OPISYWAET TRI RAZLIˆNYE FAZY.

w “TOM SLUˆAE PRI µ < Σ0 (λ), GDE Σ0 (λ) — MASSA FERMIONOW PRI NULEWOM ZNAˆENII

HIMIˆESKOGO POTENCIALA, NABL@DAETSQ FAZA SO SPONTANNYM NARU[ENIEM KIRALXNOJ

SIMMETRII. w SOOTWETSTWU@]EM EJ WAKUUME PLOTNOSTX ˆISLA ˆASTIC RAWNA NUL@,
I W NEM MOGUT SU]ESTWOWATX TOLXKO FERMIONY S NE ZAWISQ]EJ OT µ MASSOJ, RAWNOJ
Σ0 (λ). pRI µ = Σ0 (λ) PROISHODIT FAZOWYJ PEREHOD WTOROGO RODA W FAZU, W KOTOROJ

TAKVE ESTX sns, NO W OSNOWNOM SOSTOQNII ZDESX UVE PLOTNOSTX ˆASTIC OTLIˆNA

OT NULQ. mASSY ODNOˆASTIˆNYH FERMIONNYH WOZBUVDENIJ TAKOGO WAKUUMA ZAWISQT

OT µ (T.E. OT PLOTNOSTI ˆASTIC). nAKONEC, PRI DALXNEJ[EM UWELIˆENII µ W TOˆKE

µ = µ3c (λ) (SM. (61) ILI (p.12)) NASTUPAET FAZOWYJ PEREHOD WTOROGO RODA W FAZU S

SIMMETRIˆNYM OSNOWNYM SOSTOQNIEM I S BEZMASSOWYMI FERMIONAMI. tAKVE OTME-
TIM SU]ESTWOWANIE TRIKRITIˆESKIH TOˆEK b I c NA FAZOWOJ DIAGRAMME (µ, λ) (SM.
RIS.14 I 16).

tAKIM OBRAZOM, MY WIDIM, ˆTO LOKALXNYE SWOJSTWA KWANTOWYH SISTEM SU]E-
STWENNO ZAWISQT OT GLOBALXNYH TOPOLOGIˆESKIH SWOJSTW PROSTRANSTWA-WREMENI.

aWTORY PRIZNATELXNY PROFESSORAM i.l.bUHBINDERU, a.n.wALLU, s.d.oDINCOWU,
A TAKVE DOKTORU T.Inagaki ZA POLEZNYE OBSUVDENIQ I KRITIˆESKIE ZAMEˆANIQ.

rABOTA WYPOLNENA PRI FINANSOWOJ PODDERVKE rOSSIJSKOGO FONDA FUNDAMEN-
TALXNYH ISSLEDOWANIJ.
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pRILOVENIE 1

pREDSTAWLENIE FUNKCII I(Σ) W WIDE RQDA

w RABOTE [14] POKAZANO, ˆTO PROIZWODNAQ FUNKCII I (Σ) (15) PO PEREMENNOJ Σ2 IMEET WID

dI (Σ)

d (Σ2)
= −

1

2

∫ ∞
0

dx
√
x2 + Σ2

[
exp

(
L
√
x2 + Σ2

)
− 1

] . (p .1)

tAM VE POLUˆENO SLEDU@]EE PREDSTAWLENIE INTEGRALA, STOQ]EGO W PRAWOJ ˆASTI (p.1):

dI (Σ)

d (Σ2)
= −

1

2

{
π

2LΣ
+
1

2
ln
LΣ

4π
+
γ

2
−

1

2

∞∑
n=1

[
n−1 −

[
n2 + L2Σ2/

(
4π2

)]−1]}
, (p .2)

GDE POSTOQNNAQ —JLERA γ = 0.577... . pROINTEGRIRUEM OBE ˆASTI “TOGO RAWENSTWA PO PERE-
MENNOJ Σ2 (INTEGRIROWANIE SUMMY BUDEM PROIZWODITX POˆLENNO) W PREDELAH OT 0 DO Σ2 I

UˆTEM, ˆTO I (0) = π2

6L2
[16]. w REZULXTATE IMEEM

I (Σ) =
π2

6L2
−
πΣ

2L
+
Σ2

8
−
Σ2

8
ln
L2Σ2

16π2
−
γΣ2

4
+

+
L2Σ4

16π2

∞∑
n=1

{
n

[
n+

√
n2 + L2Σ2/ (4π2)

]2}−1
. (p .3)

pRILOVENIE 2

pREDSTAWLENIE FUNKCII µ̄1c(t) W WIDE RQDA

iSPOLXZUQ (53), MOVNO WYRAVENIE (52) DLQ FUNKCII µ̄1c (t) PREDSTAWITX W WIDE

µ̄31c (t) =
6

t
[v0 (0)− v0 (x0 (t))] +

6

t
[j (x0 (t))− j (0)] , (p .4)

GDE

j (x) =
2t

π

∫ ∞
0

du · u2 ln

[
1− exp

(
2π

t

√
x2 + u2

)]
. (p .5)

nESLOVNO POKAZATX, ˆTO
dj (x)

dx
= x · i (x) . (p .6)

pODSTAWLQQ W PRAWU@ ˆASTX “TOGO RAWENSTWA WYRAVENIE (31) I UˆITYWAQ (p.1), MOVNO PRO-
INTEGRIROWATX POLUˆENNU@ SUMMU W PREDELAH OT 0 DO x0 (t). w REZULXTATE POLUˆITSQ PRED-
STAWLENIE W WIDE RQDA DLQ RAZNOSTI j (x0 (t))− j (0). sLEDOWATELXNO, IZ (p.4) I (55) IMEEM

µ̄31c (t) = −3
x20
t

(
a +

1

6

)
+ 12

a2

t
ln

(
1 +

x20
4a

)
−

3

4

x40
t
ln

(
1 +

4a

x20

)
+

+3t3
{
1

6

x20
t2
−
2

3

x30
t3

+
1

8

x40
t4

(3− 4γ)−
1

4

x40
t4

ln
x20
4t2

+

+
∞∑
n=1

8x
6
0

t6
n2 + 9x

8
0

t8

6n

[
12n2

x20
t2
+ 3

x40
t4
+ 8n4 + 8n

(
n2 +

x20
t2

)√
n2 +

x20
t2

]

 , (p .7)

UDOBNOE DLQ NAHOVDENIQ RAZLIˆNYH ASIMPTOTIK I ˆISLENNYH OCENOK FUNKCII µ̄1c (t). zDESX
x0 ≡ x0(t).
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pRILOVENIE 3

CWOJSTWA FUNKCII µ̄3c(t) WNE OBLASTI Ω̄0

dLQ POTENCIALA vµ̄t (x) (66) IMEEM URAWNENIE STACIONARNOSTI W WIDE

∂vµ̄t(x)

∂x
≡ x · ϕ̃(x) = 0, (p .8)

GDE

ϕ̃(x) ≡ f(x)− i(x) +
∞∑
n=0

αnΘ
(
µ̄−
√
x2 + t2n2

)
t
(
µ̄−
√
x2 + t2n2

)
. (p .9)

fUNKCI@ µ̄3c (t) OPREDELIM KAK RE[ENIE URAWNENIQ

ϕ̃(0) = −
1 + t2

6
+

∞∑
n=0

αnΘ(µ̄− tn) t (µ̄− tn) = 0. (p .10)

eSLI µ̄ ∈ Ω̄k (kt ≤ µ̄ < (k + 1) t) (26), TO W SUMME (p.10) OTLIˆNY OT NULQ TOLXKO k + 1
PERWYH ˆLENOW, POSLE SUMMIROWANIQ KOTORYH NETRUDNO POLUˆITX SLEDU@]EE WYRAVENIE:

µ̄3c (t)

∣∣∣∣∣
Ω̄k

≡ µ̄(k) (t) =
[6k (k + 1) + 1] t2 + 1

6 (2k + 1) t
, (p .11)

KOTOROE ZADAET FUNKCI@ µ̄3c (t) WNUTRI OBLASTI Ω̄k PLOSKOSTI (µ̄, t). tAKIM OBRAZOM, DLQ
WSEH TOˆEK (µ̄, t) /∈ Ω̄0 IMEEM

µ̄3c (t) = µ̄(k) (t) PRI tk < t ≤ tk−1 , k = 1, 2, 3, ..., (p .12)

GDE tk — ZNAˆENIE PARAMETRA t, PRI KOTOROM GRAFIK FUNKCII µ̄(k) (t) PERESEKAETSQ S LEWOJ

GRANICEJ OBLASTI Ω̄k, T.E. S PRQMOJ µ̄ = (k + 1) t:

tk =
1√

6 (k + 1)
2 − 1

. (p .13)

tAKVE OTMETIM, ˆTO µ̄(k) (tk) = µ̄(k+1) (tk), SLEDOWATELXNO, FUNKCIQ µ̄3c (t) (p.12) QWLQETSQ

NEPRERYWNOJ NA WSEM INTERWALE t > 0. lEGKO POKAZATX, ˆTO

dµ̄(k)(t)

dt

∣∣∣∣
t→tk+

=
2− 6(k + 1)

6(2k + 1)
< 0,

dµ̄(k+1)(t)

dt

∣∣∣∣
t→tk−

=
2 + 6(k+ 1)

6(2k+ 3)
> 0.

—TO OZNAˆAET, ˆTO W TOˆKAH tk, (k = 0, 1, 2, ....)FUNKCIQ µ̄3c(t) NE DIFFERENCIRUEMA, A GRAFIK
EE IMEET IZLOMY. dLQ TOGO ˆTOBY WYQSNITX SWOJSTWA “TOJ FUNKCII W TOˆKE t = 0, DAWAJTE
ISPOLXZUEM W (p.10) FORMULU SUMMIROWANIQ pUASSONA [18]:

∞∑
n=0

αnΦ(n) = 2
∞∑
k=0

αk

∞∫
0

Φ(x) cos(2πkx)dx. (p .14)
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w NA[EM SLUˆAE Φ(n) = Θ(µ̄− tn)(µ̄− tn), PO“TOMU INTEGRIROWANIE W (p.14) LEGKO OSU]E-
STWITX, I URAWNENIE (p.10) PRIMET WID

ϕ̃(0) = −
1 + t2

6
+ µ̄2 + 8t2

∞∑
n=1

sin2(πnµ/t)

(2πn)2
≡ 0. (p .15)

oTS@DA QSNO, ˆTO FUNKCIQ µ̄3c(t), NEQWNO ZADANNAQ SOOTNO[ENIEM (p.15) (A TAKVE (p.10)),
PRI t→ 0 STREMITSQ K ˆISLU 1/

√
6.

dLQ TOGO, ˆTOBY RE[ITX WOPROS O SU]ESTWOWANII PROIZWODNOJ FUNKCII µ̄3c(t) PRI t→ 0,
PRODIFFERENCIRUEM SOOTNO[ENIE (p.15) PO t, SˆITAQ, ˆTO WELIˆINA µ̄ W NEM ZAWISIT OT t:

−
t

3
+ 2µ̄µ̄′ + 16t

∞∑
n=1

sin2(πnµ/t)

(2πn)2
− 2[tµ̄′ − µ̄]B1(µ̄/t) ≡ 0. (p .16)

zDESX B1(x) — POLINOM bERNULLI — PERIODIˆESKAQ S PERIODOM EDINICA FUNKCIQ, KOTORAQ
NA OTREZKE [0, 1] IMEET WID B1(x) = x − 1/2. dLQ NEE W (p.16) MY ISPOLXZOWALI IZWESTNU@

FORMULU [19]
∞∑
n=1

sin(2πnx)

n
= −πB1(x).

pRI t→ 0 WYRAVENIE (p.16) PRIMET WID

µ̄′(t) ∼ −B1(µ̄/t). (p .17)

oTS@DA SLEDUET, ˆTO U µ̄3c(t) NE SU]ESTWUET PROIZWODNOJ W NULE W SILU TOGO, ˆTO PRAWAQ

ˆASTX (p.17) NE IMEET PREDELA PRI t→ 0.
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