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w RABOTE PREDSTAWLENY WYˆISLENIQ SWOBODNOJ “NERGII DLQ GAMILXTONIANA gINZBURGA–
lANDAU. pOKAZANO, ˆTO PUTËM WWEDENIQ KOMPLEKSNOJ TEMPERATURY I RAZBIENIQ OB˙ËMA MOV-

NO PREDSTAWITX SWOBODNU@ “NERGI@ W WIDE OBYˆNOJ KWADRATURY.

Abstract

Shulaev G.A. Ginzburg–Landau Model: IHEP Preprint 98–52. – Protvino, 1998. – p. 4, refs.: 4.

This paper represents calculation of free energy for Ginzburg - Landau hamiltonian. It has
been shown that by the complexification of temperature and divisision of volume it is posible to

represent free energy as ordinary integral.
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pROBLEMA WYˆISLENIQ SWOBODNOJ “NERGII W STATISTIˆESKOJ MEHANIKE QWLQETSQ

ODNOJ IZ NAIWAVNEJ[IH. kAK PRAWILO, EË WYˆISLENIE SWQZANO S BOLX[IMI MATEMA-
TIˆESKIMI TRUDNOSTQMI, KOTORYE OBUSLOWLENY OˆENX BOLX[IM ˆISLOM PEREMENNYH,
OPISYWA@]IH SISTEMU. pO“TOMU LI[X OˆENX NEBOLX[OE ˆISLO ZADAˆ PODDAËTSQ

TOˆNOMU RE[ENI@, A DLQ OSTALXNYH PRIHODITSQ ISKATX RAZLIˆNYE PRIBLIVËNNYE

METODY. pO OPREDELENI@, SWOBODNAQ “NERGIQ IMEET WID [1]

F = −(T/V )logZ, (1)

GDE Z — TAK NAZYWAEMAQ STATISTIˆESKAQ SUMMA, OBYˆNO PREDSTAWLQ@]AQ SOBOJ

MNOGOKRATNYJ INTEGRAL

Z =
∫
e−H/Tdq, (2)

ZDESX H(q) — GAMILXTONIAN KAK FUNKCIQ PEREMENNYH q, HARAKTERIZU@]IH SISTEMU.
wOOB]E GOWORQ, INTEGRAL DLQ Z OBYˆNO PREDSTAWLQET SOBOJ MNOGOKRATNYJ IN-

TEGRAL, KOTORYJ NE MOVET BYTX TOˆNO WYˆISLEN. kAK BUDET WIDNO IZ DALXNEJ[EGO,
DLQ GAMILXTONIANA gINZBURGA–lANDAU STATISTIˆESKAQ SUMMA Z MOVET BYTX WYˆI-
SLENA TOˆNO.

oSNOWNOJ ZADAˆEJ “TOJ RABOTY QWLQETSQ WYˆISLENIE SWOBODNOJ “NERGII SISTEMY

S GAMILXTONIANOM

H/T =
∫
dv(ασ2 + βσ4 + γ(∇σ)2, (3)

GDE

σ2 =
n∑
i=1

(σi(x))
2, (4)

σ4 = (σ2)2, (5)

(∇σ)2 =
d∑

α=1

n∑
i=1

(∂σi/∂xα)
2
, (6)

n — ˆISLO KOMPONENT SPINA; d — RAZMERNOSTX PROSTRANSTWA; a = a′(T − Tc). —TOT

GAMILXTONIAN S NEKOTORYMI DOPOLNITELXNYMI ˆLENAMI BYL PREDLOVEN DLQ POSTRO-
ENIQ FENOMENOLOGIˆESKOJ TEORII SWERHPROWODIMOSTI (SM. RABOTU [2]). pO SU]ESTWU,
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ON PREDSTAWLQET SOBOJ OSCILLQTORNYJ GAMILXTONIAN S DOPOLNITELXNYM SLAGAEMYM,
UˆITYWA@]IM ANGARMONIˆNOSTX OSCILLQTOROW. w PRISUTSTWIE MAGNITNOGO POLQ K

NEMU DOBAWLQETSQ ˆLEN LINEJNYJ KAK PO POL@ h, TAK I PO PEREMENNYM σ, KOTORYE

WYPOLNQ@T ROLX SPINOWYH PEREMENNYH W TEORII FERROMAGNETIKOW. tAKOGO RODA GA-
MILXTONIANY, WOZMOVNO, NE WPOLNE OTRAVA@T STRUKTURU MAKROSKOPIˆESKIH TEL, NO,
QWLQQSX SLEDU@]IMI PO SLOVNOSTI POSLE ˆISTO OSCILLQTORNYH (POLNOSTX@ RE[A-
EMYH), ONI PREDSTAWLQ@T OPREDELËNNYJ INTERES W RAZLIˆNOGO RODA ISSLEDOWANIQH

PO STATISTIˆESKOJ MEHANIKE A TAKVE W KWANTOWOJ TEORII POLQ.
eSLI BY NE ˆLEN (σ)4, TO GAMILXTONIAN BYL BY UDOBEN DLQ WYˆISLENIJ, PO-

SKOLXKU ON DIAGONALIZIRUETSQ S POMO]X@ PREOBRAZOWANIQ fURXE [3]

σ(x) = V −
1
2

∑
k≤K

σ(k)eikx. (7)

dLQ WYˆISLENIJ UDOBNEE ISPOLXZOWATX PEREMENNYE σ(k), ˆEM PEREMENNYE σ(x). tA-
KIM OBRAZOM, W NOWYH PEREMENNYH GAMILXTONIAN (BEZ ˆLENA (σ)4) IMEET WID

H/T =
∑
k≤K

n∑
i=1

(α+ γk2)| σi(k) |2. (8)

a DLQ SWOBODNOJ “NERGII IMEEM

FV = (Tn/2)
∑
k≤K

log((α + γk2)/π), (9)

GDE F — SWOBODNAQ “NERGIQ NA EDINICU OB˙ëMA. wWIDU TOGO, ˆTO OBRAZEC DOSTATOˆNO

BOLX[OJ, SUMMIROWANIE PO K MOVNO ZAMENITX NA INTEGRAL PO FORMULE

∑
k

−→ V (2π)−d
∫
ddk. (10)

tOGDA

F = (Tn/2)(2π)−d
K∫
0

log((α + γk2)/π)ddk. (11)

zDESX K — MAKSIMALXNYJ MODULX WOLNOWYH WEKTOROW.
tEPERX RASSMOTRIM SLUˆAJ β �= 0. dLQ “TOGO NUVNO BUDET RAZBITX WESX OB˙ËM

OBRAZCA NA N (OˆENX BOLX[OE ˆISLO) ˆASTEJ I POSˆITATX DLQ KAVDOJ ˆASTI EË

SWOBODNU@ “NERGI@. nO DLQ “TOGO NUVNO BUDET PREOBRAZOWATX ˆLEN S (σ)4. iTAK,
IMEEM

e−H/T = e−
∫
(ασ2+γ(∇)2+β(σ)4)dv. (12)

iNTEGRAL W POKAZATELE “KSPONENTY MOVNO PEREPISATX W WIDE

e−
∑

x
(ασ2+γ(∇)2+β(σ)4)δ, (13)
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GDE POLOVENO δ = V/N . tEPERX ISPOLXZUEM FORMULU

e−x
2

= π−1/2
∫
e−ψ

2+2iψxdψ. (14)

zDESX I DALEE INTEGRALY S NEUKAZANNYMI PREDELAMI BERUTSQ OT −∞ DO ∞. tAKIM

OBRAZOM, POLUˆIM

e−H/T = π−N/2
∫
e−
∑

x
(ασ2+γ(∇)2)δ−ψ2x+2iψx

√
βδσ2

∏
dψx. (15)

dELAQ “LEMENTARNU@ ZAMENU, PRIWODIM INTEGRAL PO ψx K WIDU

(πβδ)
−1/2

∫
e−ψ

2
x/βδ+2iψxσ

2
xdψx. (16)

tAKIM OBRAZOM, IMEEM

e−H/T = (πδβ)−N/2
∫
e−ψ

2δβ−
∑

x
σ2δ2iψx/δ−

∑
x
(ασ2−γ(∇σ)2)δ∏ dψx. (17)

nO NETRUDNO ZAMETITX, ˆTO ESLI PROINTEGRIROWATX PRAWU@ I LEWU@ ˆASTI PO

PEREMENNYM σ, TO W REZULXTATE SPRAWA POLUˆITSQ

(πδβ)−N/2
(∫

e−ψ
2δβ−δF0(α+2iψ/δ)/Tdψ

)N
. (18)

zDESX F0 ESTX SWOBODNAQ “NERGIQ ˆISTO OSCILLQTORNOGO POTENCIALA KAK FUNKCIQ OT

α. tAKIM OBRAZOM, DLQ ANGARMONIˆESKOGO POTENCIALA WYˆISLENIE SWOBODNOJ “NERGII

SWODITSQ K WYˆISLENI@ OPREDELËNNOGO INTEGRALA, W KOTOROM PARAMETR α UVE NE

WE]ESTWENNYJ, A IMEET MNIMU@ ˆASTX.
nUVDAETSQ W DOKAZATELXSTWE TOT FAKT, ˆTO

e−F0/T =

(∫
e−
∑

x
(ασ2−γ(∇σ)2)δ∏ dσx

)N
. (19)

dOKAZATELXSTWO “TOGO FAKTA WESXMA PROSTOe. dLQ “TOGO RAZOB˙ËM OB˙ËM NA BOLX[OE

ˆISLO ODINAKOWYH ˆASTEJ, KAVDAQ OB˙ËMOM δ. tOGDA “KSPONENTA OT GAMILXTONIA-
NA WSEJ SISTEMY FAKTORIZUETSQ I STANOWITSQ RAWNOJ PROIZWEDENI@ “KSPONENT OT

GAMILXTONIANOW MALENXKIH OB˙ËMOW δ. pOSLE “TOGO NUVNO PROINTEGRIROWATX PO

PEREMENNYM σ, KOTORYE WOZLE KAVDOJ TOˆKI x SWOI, I W ITOGE POLUˆITSQ NUVNYJ

REZULXTAT. i, NAKONEC, POSLE OˆEWIDNOJ ZAMENY PEREMENNOJ OKONˆATELXNO POLUˆAEM

e−Fδ/T =
√
δ/β

∫
e−ψ

2δ/β−δF0(α+2iψ)/Tdψ. (20)

oTS@DA POLUˆAEM SWOBODNU@ “NERGI@:

F = (−T/δ)log
√
δ/βπ

∫
e−ψ

2δ/β−δF0(α+2iψ)/Tdψ. (21)
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pRI β = 0, KAK NETRUDNO ZAMETITX, F = F0. tEPERX NEOBHODIMO SKAZATX NESKOLXKO

SLOW O TOM, KAK WYBIRAETSQ WELIˆINA δ. kAVETSQ ESTESTWENNYM WYBRATX δ KAK MOVNO

MENX[E, NO PRI KONEˆNOM (HOTQ I OˆENX BOLX[OM) OB˙ËME NEOBHODIMO UˆESTX TOT

FAKT, ˆTO ESLI W BOLX[OM OB˙ËME U NAS IMEETSQ N PEREMENNYH INTEGRIROWANIQ

(GARMONIK), TO DELITX EGO NA ˆISLO ˆASTEJ BOLX[EE, ˆEM N NELXZQ, TAK KAK W

KAVDOM MALENXKOM OB˙ËME δ BUDET MENX[E ˆEM ODNA PEREMENNAQ INTEGRIROWANIQ.
oTS@DA LEGKO OPREDELITX WELIˆINU δ. oNA RAWNA (2π/K)d.

pEREJDEM K WOPROSU O WYˆISLENII SWOBODNOJ “NERGII W SLUˆAE PRISUTSTWIQ MAG-
NITNOGO POLQ. aNALOGIˆNYE WYˆISLENIQ POKAZYWA@T, ˆTO W SLUˆAE, KOGDA OBRAZEC

POME]ËN W ODNORODNOE MAGNITNOE POLE, EGO SWOBODNAQ “NERGIQ RAWNA

− (T/δ)log
√
δ/βπ

∫
e
−ψ2δ/β+ h2δ

4(α+2iψ)
−δF0(α+2iψ)/T

(α+2iψ)δ/2V
dψ. (22)

zDESX F0 — SWOBODNAQ “NERGIQ W OTSUTSTWIE MAGNITNOGO POLQ. tAKIM OBRAZOM, W

SLUˆAE GAMILXTONIANA gINZBURGA–lANDAU SWOBODNAQ “NERGIQ MOVET BYTX WYˆISLE-
NA TOˆNO, A WMESTE S NE@ I WSE OSTALXNYE TERMODINAMIˆESKIE HARAKTERISTIKI.
eDINSTWENNYM PARAMETROM SISTEMY QWLQETSQ WELIˆINA K, NO ONA TAKVE QWLQETSQ

PARAMETROM I W KLASSIˆESKOJ MODELI. —TOT METOD WYˆISLENIQ MOVET BYTX PRI-
MENËN K MODELI KWANTOWOJ TEORII POLQ. w “TOM SLUˆAE RAZMERNOSTX PROSTRANSTWA

RAWNA NE TRËM, A ˆETYRËM. nO W DANNOJ RABOTE “TOT WOPROS RASSMATRIWATXSQ NE

BUDET, KAK NE IME@]IJ NEPOSREDSTWENNOGO OTNO[ENIQ K DELU.

zAKL@ˆENIE

w ZAKL@ˆENIE NUVNO OTMETITX, ˆTO WSE PRODELANNYE W DANNOJ RABOTE WYˆISLE-
NIQ PO MODELI gINZBURGA–lANDAU IME@T, NA MOJ WZGLQD, DOWOLXNO “ESTESTWENNYJ”
HARAKTER. kROME TOGO, PRIMEˆATELXNYM KAVETSQ TOT FAKT, ˆTO WYˆISLENIQ SWO-
BODNOJ “NERGII NE OGRANIˆIWA@TSQ SLUˆAEM MALYH β, KOGDA WOZMOVNO RAZLOVENIE

“KSPONENTY W RQD (HOTQ I W “TOM SLUˆAE TAKOGO RODA WYˆISLENIQ NE KAVUTSQ BES-
SPORNYMI). tAKVE NE PREDPOLAGAETSQ MALOJ WELIˆINA α, PROPORCIONALXNAQ T −Tc,
I WOOB]E, NET TOJ GROMOZDKOJ TEHNIKI RAZLOVENIJ, KOTORAQ OBYˆNO PRISUTSTWUET

W TAKOGO RODA ZADAˆAH. zADAˆA W DANNOJ POSTANOWKE RE[AETSQ ODNOZNAˆNO I DLQ

WSEH ZNAˆENIJ PRISU]IH EJ PARAMETROW.
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