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An elementary derivation of the Tomas precession is given in this paper.
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nASTOQ]AQ STATXQ IMEET METODIˆESKIJ INTERES. eE CELX — POKAZATX “LEMENTAR-
NYMI WYˆISLENIQMI, ˆTO “FFEKT PRECESSII tOMASA QWLQETSQ PROSTYM SLEDSTWIEM

PSEWDOEWKLIDOWOJ STRUKTURY PROSTRANSTWA-WREMENI PRI DEJSTWII SILY (BEZ KRU-
TQ]EGO MOMENTA) NA GIROSKOP. sUTX TEORII OTNOSITELXNOSTI SOSTOIT W TOM, ˆTO

WSE FIZIˆESKIE PROCESSY PROTEKA@T W ˆETYREHMERNOM PROSTRANSTWE-WREMENI, GEO-
METRIQ KOTOROGO PSEWDOEWKLIDOWA.

pREVDE ˆEM OPISATX PRECESSI@ tOMASA, MY POLUˆIM (DLQ CELXNOSTI IZLOVENIQ)
OB]IE PREOBRAZOWANIQ lORENCA BEZ WRA]ENIJ MEVDU DWUMQ PROIZWOLXNYMI INERCI-
ALXNYMI SISTEMAMI OTSˆETA. w PROSTRANSTWE pUANKARE–mINKOWSKOGO W INERCIALX-
NOJ SISTEME KOORDINAT WOZXMEM DEKARTOWY (GALILEEWY) KOORDINATY. pUSTX WEKTOR
�R IMEET KOORDINATY X, Y, Z, TOGDA INTERWAL W PROSTRANSTWE mINKOWSKOGO MOVNO

ZAPISATX W FORME

ds2 = c2(dT )2 − (d�R)2 = c2(dT )2 − (dX)2 − (dY )2 − (dZ)2. (1)

pEREJDEM K DRUGOJ INERCIALXNOJ SISTEME KOORDINAT S POMO]X@ OB]EGO PRE-
OBRAZOWANIQ gALILEQ

�R = �r − �vt, t = T . (2)

wYRAVENIE DLQ INTERWALA (1) W NOWYH KOORDINATAH PRINIMAET WID

ds2 = c2dt2
(
1− v

2

c2

)
+ 2(�vd�r)dt− (d�r)2. (3)

wWEDEM OBOZNAˆENIQ

γ =

(
1− v

2

c2

)−1/2
. (4)

nA[A OSNOWNAQ CELX SOSTOIT W TOM, ˆTOBY W NOWOJ INERCIALXNOJ SISTEME OTSˆETA

NAJTI PEREMENNYE T ′, �R′, W KOTORYH INTERWAL (3) PRINIMAET FORMU

ds2 = c2(dT ′)2 − (d�R′)2. (5)
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dLQ “TOJ CELI W INTERWALE (3) WYDELIM WREMENIPODOBNU@ I PROSTRANSTWENNOPODOB-
NU@ ˆASTI:

ds2 = c2
(
1

γ
dt+

γ

c2
�vd�r

)2
− d�r2 − γ

2

c2
(�vd�r)2. (6)

nA OSNOWANII (6) MY MOVEM WWESTI NOWOE WREMQ

T ′ =
1

γ
t+
γ

c2
(�v�r) . (7)

pRI POLUˆENII (7) IZ DIFFERENCIALXNOGO WYRAVENIQ W PERWOJ SKOBKE (6) MY POLO-
VILI POSTOQNNU@ INTEGRIROWANIQ RAWNOJ NUL@, POSKOLXKU NEOBHODIMO, ˆTOBY PRI

�v = 0, T ′ = T . iSPOLXZUQ (2), PEREPI[EM (7) W FORME

T ′ = γ


T + �v �R

c2


 . (8)

pROSTRANSTWENNOPODOBNU@ ˆASTX INTERWALA (6) TAKVE WYRAZIM ˆEREZ PEREMEN-

NYE ISHODNOJ INERCIALXNOJ SISTEMY T, �R

(d�r)2 +
γ2

c2
(�vd�r)2 = (d�R)2 +

γ2

c2
(�vd�R)2 + 2γ2(�vd�R)dT + γ2v2(dT )2. (9)

lEGKO UBEDITXSQ W TOM, ˆTO PERWYE DWA ˆLENA SPRAWA MOVNO ZAPISATX W WIDE

KWADRATA NEKOTOROGO WEKTORA

(d�R)2 +
γ2

c2
(�vd�R)2 = [d�R+

γ − 1
v2
�v(�vd�R)]2, v2 = c2

γ2 − 1
γ2

. (10)

pODSTAWLQQ (10) W (9), IMEEM

(d�r)2 +
γ2

c2
(�vd�r)2 = [d�R +

γ − 1
v2
�v(�vd�R)]2 + 2γ2(�vd�R)dT + γ2v2(dT )2, (11)

NO PRAWAQ ˆASTX RAWENSTWA (11) ESTX KWADRAT NEKOTOROGO WEKTORA

(d�r)2 +
γ2

c2
(�vd�r)2 = [d�R +

γ − 1
v2
�v(�vd�R) + γ�vdT ]2. (12)

tAKIM OBRAZOM MY MOVEM WWESTI WEKTOR �R′

�R′ = �R+
(γ − 1)
v2

�v(�v �R) + γ�vT . (13)

zDESX TAKVE PRI POLUˆENII (13) IZ DIFFERENCIALXNOGO WYRAVENIQ MY POLOVI-
LI POSTOQNNU@ INTEGRIROWANIQ RAWNOJ NUL@, POSKOLXKU NEOBHODIMO, ˆTOBY PRI

�v = 0, R′ = R.
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s POMO]X@ (8) I (13) INTERWAL (6) PRINIMAET WID

ds2 = c2(dT ′)2 − (d�R′)2. (14)

zAMETIM, ˆTO PROEKCII WEKTORA �R′ WYˆISLENY NA KOORDINATNYE OSI ISHODNOJ NE-
[TRIHOWANNOJ SISTEMY KOORDINAT, PO“TOMU ONI I WYRAVENY ˆEREZ PROEKCII WEK-
TOROW �R I �v NA “TI VE OSI. tAKIE PREOBRAZOWANIQ lORENCA NAZYWA@T OB]IMI

PREOBRAZOWANIQMI BEZ WRA]ENIQ. oNI NE OBRAZU@T GRUPPY. oB]IE PREOBRAZOWANIQ

lORENCA BEZ WRA]ENIJ TOLXKO WMESTE S PROSTRANSTWENNYMI WRA]ENIQMI OBRAZU-
@T GRUPPU. wY[E MY POLUˆILI OB]IE PREOBRAZOWANIQ lORENCA BEZ WRA]ENIJ S

POMO]X@ FORMALXNYH PREOBRAZOWANIJ.
dLQ OSWE]ENIQ SUTI POLUˆENNYH FORMUL (7) I (13) RAZLOVIM WEKTORY PO NA-

PRAWLENI@ SKOROSTI �v I PO NAPRAWLENI@ �n, PERPENDIKULQRNOMU SKOROSTI �v,

�R′ = X ′‖
�v

v
+X ′⊥�n, ;

�R = X‖
�v

v
+X⊥�n, (�n�v) = 0 . (15)

pODSTAWLQQ “TI WYRAVENIQ W FORMULY (7) I (13), POLUˆAEM

T ′ = γ
(
T +

v

c2
X‖

)
, X ′‖ = γ(X‖ + vT ), X

′
⊥ = X⊥ , (16)

T.E. MY PRI[LI K OBYˆNYM PREOBRAZOWANIQM lORENCA, SOGLASNO KOTORYM PROISHO-
DIT SOKRA]ENIE lORENCA DLINY WDOLX NAPRAWLENIQ DWIVENIQ I EE NEIZMENNOSTI W

NAPRAWLENII, PERPENDIKULQRNOM K NAPRAWLENI@ DWIVENIQ. pOSLE PODGOTOWKI NEOB-
HODIMYH SWEDENIJ MY MOVEM PEREJTI K OPISANI@ PRECESSII tOMASA.

˜ETYREHWEKTOR SPINA ˆASTICY Sν IMEET W SISTEME POKOQ ˆASTICY KOMPONENTY

0, �J . w L@BOJ PROIZWOLXNOJ INERCIALXNOJ SISTEME KOORDINAT IMEET MESTO SOOTNO-
[ENIE

SνUν = 0 .

pRI DEJSTWII NA ˆASTICU SILY �F BEZ KRUTQ]EGO MOMENTA DOLVNO IMETX MESTO

KOWARIANTNOE SOOTNO[ENIE
dSν

dτ
= ZUν . (17)

zDESX τ — SOBSTWENNOE WREMQ; Uν — ˆETYREHSKOROSTX ˆASTICY;

dτ = dt
1

γ
.

eSLI SKOROSTX U i NE RAWNA NUL@, TO WELIˆINU Z MOVNO OPREDELITX IZ SOOTNO[ENIQ

d

dτ
(SνUν) =

dSν

dτ
Uν +

dUν

dτ
Sν = 0 . (18)

pODSTAWLQQ (17) W (18), POLUˆAEM

Z = −
(
Sµ
dUµ

dτ

)
. (19)
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wEKTOR Sµ IMEET KOMPONENTY

Sµ = (S
0,−S1,−S2,−S3) . (20)

s UˆETOM (19) URAWNENIE (17) PRINIMAET WID

dSν

dτ
= −

(
Sµ
dUµ

dτ

)
Uν. (21)

pUSTX W LABORATORNOJ INERCIALXNOJ SISTEME OTSˆETA ˆASTICA SO SPINOM �J DWI-
VETSQ SO SKOROSTX@ �v. w “TOM SLUˆAE INERCIALXNAQ LABORATORNAQ SISTEMA OTSˆETA

OTNOSITELXNO INERCIALXNOJ SISTEMY, W KOTOROJ ˆASTICA POKOITSQ, BUDET DWIGATXSQ

SO SKOROSTX@ −�v. iSPOLXZUQ FORMULY (8) I (13), NAJDEM KOMPONENTY SPINA Sν W

LABORATORNOJ SISTEME:

S0 = γ
(�v �J)

c
, �S = �J +

γ − 1
v2
�v(�v �J) . (22)

˜ETYREHMERNYE WEKTORY Uµ, dUµ

dτ
IME@T SLEDU@]IE KOMPONENTY:

Uµ =

(
γ, γ
�v

c

)
,
dUµ

dτ
=

(
dγ

dτ
,
γ

c

d�v

dτ
+
�v

c

dγ

dτ

)
. (23)

iSPOLXZUQ (20), (22) I (23), POLUˆAEM

(
Sµ
dUµ

dτ

)
= γ
(�v �J)

c

dγ

dτ
−
(
γ

c

d�v

dτ
+
�v

c

dγ

dτ

)(
�J +
γ − 1
v2
�v(�v �J)

)
. (24)

pRI WYˆISLENII W PRAWOJ ˆASTI WYRAVENIQ (24) OSTANUTSQ TOLXKO ˆLENY, POLU-
ˆENNYE PUTEM UMNOVENIQ PERWOGO ˆLENA W SKOBKE NA DWA ˆLENA WO WTOROJ SKOBKE,
WSE OSTALXNYE ˆLENY WZAIMNO UNIˆTOVA@TSQ(

Sµ
dUµ

dτ

)
= −γ

c

{(
�J
d�v

dτ

)
+
γ − 1
v2

(
�v �J
)(
�v
d�v

dτ

)}
. (25)

iSPOLXZUQ (22) I (25), ZAPI[EM URAWNENIE (21) OTDELXNO DLQ NULEWOJ KOMPONENTY

ˆETYREHMERNOGO WEKTORA SPINA Sν I DLQ EGO WEKTORNOJ ˆASTI

d

dτ

{
γ(�v �J)

}
= γ2

{(
�J
d�v

dτ

)
+
γ − 1
v2

(
�v �J
)(
�v
d�v

dτ

)}
, (26)

d

dτ

{
�J +
γ − 1
v2
�v
(
�v �J
)}
=
γ2

c2
�v

{(
�J
d�v

dτ

)
+
γ − 1
v2

(
�v �J
)(
�v
d�v

dτ

)}
. (27)

iZ URAWNENIJ (26) I (27) NAHODIM

d

dτ

{
�J +
γ − 1
v2
�v
(
�v �J
)}
− �v
c2
d

dτ

{
γ
(
�v �J
)}
= 0 . (28)
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iZ URAWNENIJ (26) NAJDEM

γ2
γ − 1
v2

(
�v �J
)(
�v
d�v

dτ

)
=
d

dτ

{
γ
(
�v �J
)}
− γ2

(
�J
d�v

dτ

)
. (29)

zAPI[EM PERWYJ ˆLEN URAWNENIQ (28) W RAZWERNUTOJ FORME:

d �J

dτ
+

γ4

c4(1 + γ)2
�v
(
�v �J
)(
�v
d�v

dτ

)
+

γ�v

c2(1 + γ)

d

dτ

{
γ(�v �J)

}
+

γ2

c2(1 + γ)

(
�v �J
) d�v
dτ
. (30)

pRI WYˆISLENII BYLI UˆTENY RAWENSTWA

γ − 1
v2
=

γ2

c2(1 + γ)
,
dγ

dτ
=
γ3

c2

(
�v
d�v

dτ

)
. (31)

wTOROJ ˆLEN W WYRAVENII (30) MOVNO PREOBRAZOWATX, ISPOLXZUQ URAWNENIE (29).
pOSLE “TOGO WTOROJ I TRETIJ ˆLENY WMESTE PRIWODQTSQ K WIDU

�v

c2
d

dτ

{
γ(�v �J)

}
− γ2�v

c2(1 + γ)

(
�J
d�v

dτ

)
. (32)

s UˆETOM (30) I (32) URAWNENIE (28) PRINIMAET WID

d �J

dτ
+

γ2

c2(1 + γ)

{
d�v

dτ
(�v �J)− �v

(
�J
d�v

dτ

)}
= 0 . (33)

iSPOLXZUQ FORMULU

[�a [�b �c ]] = �b(�a�c )− �c(�a�b) ,
I WYBIRAQ WEKTORY

�a = �J, �b =
d�v

dτ
, �c = �v ,

URAWNENIE (33) MOVNO ZAPISATX W FORME

d �J

dτ
= [�Ω× �J], �Ω = −γ − 1

v2

[
�v × d�v
dτ

]
. (34)

wEKTOR SPINA �J PRECESSIRUET WOKRUG NAPRAWLENIQ �Ω S UGLOWOJ SKOROSTX@ |�Ω|. —TOT

“FFEKT WPERWYE BYL OTKRYT tOMASOM.
uRAWNENIE RELQTIWISTSKOJ MEHANIKI MOVNO ZAPISATX W FORME

m
d�v

dτ
= �F − �v

c2
(�v �F ) . (35)

iZ (34) I (35) SLEDUET, ˆTO

�Ω = −γ − 1
mv2

[�v × �F ] .
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tAKIM OBRAZOM, SILA BEZ KRUTQ]EGO MOMENTA W SILU PSEWDOEWKLIDOWOJ STRUKTU-
RY PROSTRANSTWA-WREMENI WYZYWAET PRECESSI@ SPINA, ESLI EE DEJSTWIE PRIWODIT K

KRIWOLINEJNOMU DWIVENI@ W DANNOJ INERCIALXNOJ SISTEME OTSˆETA. w TOM SLUˆAE,
KOGDA SILA NAPRAWLENA, W NEKOTOROJ INERCIALXNOJ SISTEME OTSˆETA, PO NAPRAWLE-
NI@ SKOROSTI ˆASTICY PRECESSIQ SPINA OTSUTSTWUET. nO PARALLELXNOSTX WEKTOROW

SILY �F I SKOROSTI �v NARU[AETSQ DAVE PRI GALILEEWYH PREOBRAZOWANIQH, NE GOWORQ

UVE O LORENCEWSKIH PREOBRAZOWANIQH OT ODNOJ INERCIALXNOJ SISTEMY OTSˆETA K

DRUGOJ. pO“TOMU “FFEKT PRECESSII, RAWNYJ NUL@, DLQ NABL@DATELQ W ODNOJ INER-
CIALXNOJ SISTEME OTSˆETA BUDET OTLIˆEN OT NULQ DLQ NABL@DATELQ, NAHODQ]EGOSQ

W NEKOTOROJ DRUGOJ INERCIALXNOJ SISTEME OTSˆETA. qWLQETSQ LI “TO OBSTOQTELX-
STWO NERAWNOPRAWNOSTX@ INERCIALXNYH SISTEM OTSˆETA? kONEˆNO NET. wSE DELO W

TOM, ˆTO SAMOJ POSTANOWKOJ FIZIˆESKOJ ZADAˆI MY UVE FIKSIROWALI KLASS INER-
CIALXNYH SISTEM OTSˆETA TEM, ˆTO NAPRAWILI DEJSTWIE SILY �F WDOLX NAPRAWLENIQ

SKOROSTI DWIVENIQ ˆASTICY. rAWNOPRAWNOSTX INERCIALXNYH SISTEM OTSˆETA IMELA

MESTO DO MOMENTA WYBORA INERCIALXNOJ SISTEMY, W KOTOROJ MY PRILOVILI SILU �F
I NAPRAWILI EE WDOLX SKOROSTI ˆASTICY. wSE “TO W KAKOJ-TO STEPENI NAPOMINAET

SITUACI@ S “LEKTRIˆESKIM I MAGNITNYM POLQMI.
eSLI W NEKOTOROJ INERCIALXNOJ SISTEME OTSˆETA “LEKTRIˆESKIJ ZARQD POKOITSQ,

TO DLQ NABL@DATELQ W “TOJ SISTEME OTSˆETA SU]ESTWUET TOLXKO “LEKTRIˆESKOE POLE,
TOGDA KAK DLQ NABL@DATELQ, NAHODQ]EGOSQ W DRUGOJ INERCIALXNOJ SISTEME OTSˆETA

NARQDU S “LEKTRIˆESKIM POLEM BUDET SU]ESTWOWATX I MAGNITNOE POLE. qWLQETSQ

LI “TO PRIZNAKOM NERAWNOPRAWNOSTI INERCIALXNYH SISTEM OTSˆETA? sOWER[ENNO

OˆEWIDNO, ˆTO NET. —TO OB˙QSNQETSQ TEM, ˆTO SAMOJ POSTANOWKOJ FIZIˆESKOJ ZADAˆI

MY UVE FIKSIROWALI OPREDELENNU@ INERCIALXNU@ SISTEMU OTSˆETA, POMESTIW W NEE

POKOQ]IJSQ “LEKTRIˆESKIJ ZARQD. rAWNOPRAWNOSTX INERCIALXNYH SISTEM OTSˆETA

IMELA MESTO DO MOMENTA WYBORA TOJ INERCIALXNOJ SISTEMY OTSˆETA, W KOTOROJ MY

POMESTILI POKOQ]IJSQ ZARQD.

aWTOR WYRAVAET BLAGODARNOSTX s.s. gER[TEJNU I a.a.tQPKINU ZA CENNYE

OBSUVDENIQ.
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