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w RABOTE POLUˆENY NERAWENSTWA, OPISYWA@]IE POWEDENIE KRIWYH S MONOTONNOJ FUNK-

CIEJ KRIWIZNY (NAZWANNYH SPIRALXNYMI). dLQ SPIRALI, PREDSTAWLENNOJ POSLEDOWATELXNO-
STX@ UZLOW INTERPOLQCII, STROITSQ OBLASTX, WNUTRI KOTOROJ GARANTIROWANNO NAHODILASX

ISHODNAQ KRIWAQ. –IRINA OBLASTI DAET OCENKU DETERMINIROWANNOSTI KRIWOJ DANNYM DIS-

KRETNYM PREDSTAWLENIEM, BEZOTNOSITELXNO K KAKOMU-LIBO ALGORITMU INTERPOLQCII. oBSU-
VDAETSQ WOZMOVNOSTX POLUˆENIQ TAKOJ OCENKI DLQ PROIZWOLXNOJ GLADKOJ KRIWOJ, ISHODQ

IZ USLOWIQ “DOSTATOˆNO REDKOGO” RASPOLOVENIQ WER[IN.
iSTOˆNIK ZADAˆI I EE PRILOVENIQ — PRAKTIKA DOPUSKOWOGO KONTROLQ KRIWOLINEJNYH

PROFILEJ W MA[INOSTROENII.

Abstract

Kurnosenko A.I. Interpolational Properties of Planar Spiral Curves: IHEP Preprint 98-9. –

Protvino, 1998. – p. 24, figs. 11+10, refs.: 5.

Some inequalities on the planar curves termed spirals (due to monotonous curvature function)
are considered. For a spiral represented as a set of interpolation nodes a region covering the parent

curve is constructed. The width of the region provides an estimate of curve determiness by the
given discrete representation, this estimate being independent of any interpolation method. A

similar problem is set up for any smooth curve, assuming that vertices are distanced “well away”
from one another.

The problem originates from and can be applied to practice of tolerance control in industry.
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1. pROISHOVDENIE I POSTANOWKA ZADAˆI

nASTOQ]EJ RABOTE PRED[ESTWOWALA STATXQ [1], POSWQ]ENNAQ OB]IM WOPROSAM

KONSTRUIROWANIQ I PROIZWODSTWENNOJ METROLOGII. oDNA IZ RASSMOTRENNYH W NEJ

PROBLEM — O[IBKI W ˆERTEVAH, KOTORYE PROQWLQ@TSQ KAK NEPOLNAQ DETERMINI-
ROWANNOSTX GEOMETRII PRI OPISANII KONSTRUKCIJ. ˜ERTEV WKL@ˆAET OPREDELENIE

IDEALXNOJ POWERHNOSTI DETALI I DOPUSTIMYH OTKLONENIJ. eSLI NE SˆITATX GRUBYH

PROSˆETOW, NEPOLNAQ OPREDELENNOSTX GEOMETRII OB˙EKTA PROQWLQETSQ OBYˆNO IMENNO

W OPISANII POLEJ DOPUSKA. oSNOWNYE INSTRUMENTY “KSPERTA-METROLOGA PRI ANALIZE

ˆERTEVA — “LEMENTARNAQ GEOMETRIQ I TEORIQ O[IBOK.
oDNAKO PRI POQWLENII W ˆERTEVE KRIWOLINEJNYH PROFILEJ, ZADANNYH DISKRETNO-

TOˆEˆNYM PREDSTAWLENIEM, NEDETERMINIROWANNOSTX PROQWLQETSQ UVE NA UROWNE OPI-
SANIQ NOMINALXNOGO PROFILQ: ONA IZNAˆALXNO PRISU]A TAKOMU ZADANI@ KRIWOJ.
pRI “TOM TRADICIONNYE METODY ANALIZA KAˆESTWA ˆERTEVA PERESTA@T RABOTATX, A

DRUGIE — OTSUTSTWU@T.
dOPUSKAQ DISKRETNOE PREDSTAWLENIE KRIWOJ, TEORIQ I PRAKTIKA KONSTRUIROWANIQ

OSTAWLQ@T OTKRYTYM WOPROS O EGO KORREKTNOSTI: S KAKOJ TOˆNOSTX@ MOVET BYTX

WOSSTANOWLENA ISHODNAQ KRIWAQ? eSTESTWENNO, TAKAQ POSTANOWKA WOPROSA PODRAZUME-
WAET OPREDELENNU@ DISCIPLINU RASSTANOWKI TOˆEK NA KRIWOJ. nEKOTORYE ALGORITMY

INTERPOLQCII WKL@ˆA@T METODIKU RAZBIENIQ KRIWOJ, GARANTIRU@]U@ EE POSLEDU-
@]EE WOSSTANOWLENIE DANNYM ALGORITMOM S NAPERED ZADANNOJ TOˆNOSTX@ [2].

mY NAMERENY PREDLOVITX OCENKU DETERMINIROWANNOSTI I DISCIPLINU RAZBI-
ENIQ KRIWOJ BEZOTNOSITELXNO K KAKOMU-LIBO KONKRETNOMU METODU INTERPOLQCII,
OSNOWYWAQSX LI[X NA HARAKTERNYH SWOJSTWAH SAMÓJ KRIWOJ, POLNOSTX@ PREDSTAW-
LENNYH EE NATURALXNYM URAWNENIEM k(s). oBRA]ENIE K NEMU WPOLNE OBOSNOWANO,
POSKOLXKU KRIWOLINEJNYJ “LEMENT ESTX RE[ENIE NEKOJ ZADAˆI, REALIZU@]EJ ZAMY-
SEL KONSTRUKTORA.

s “TIH POZICIJ WOSSTANOWLENIE KRIWOJ MY RASSMATRIWAEM KAK POPYTKU “RAZ-
GADATX” HARAKTER ZAWISIMOSTI k(s), A POD DISCIPLINOJ RASSTANOWKI UZLOW INTER-
POLQCII PODRAZUMEWAEM PREDOSTAWLENIE TAKOJ WOZMOVNOSTI W PROCESSE RAZBIENIQ

KRIWOJ. —FFEKTIWNOSTX TAKOGO PODHODA MY PRODEMONSTRIRUEM NA PRIMERE WESXMA

UZKOGO KLASSA KRIWYH, A IMENNO SPIRALEJ.
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iNTERPOLQCIONNOE SWOJSTWO SPIRALEJ. pONQTIE “SPIRALI” OBYˆNO NUVDA-
ETSQ W DOPOLNITELXNOM OPREDELENII — GIPERBOLIˆESKAQ, ARHIMEDOWA I PR. oDNAKO U

BOLX[INSTWA KRIWYH, NAZYWAEMYH SPIRALQMI, ESTX OB]EE SWOJSTWO, KOTOROE MOVNO

WOZWESTI W RANG OPREDELQ@]EGO: “TO MONOTONNOE IZMENENIE KRIWIZNY WDOLX KRIWOJ.
sPIRALXNYE KRIWYE [IROKO ISPOLXZU@TSQ W RAZLIˆNYH MEHANIZMAH, W ˆASTNO-

STI W KULAˆKAH. pRI PROEKTIROWANII ALXPINISTSKIH KARABINOW “KSPLUATIRUETSQ

SWOJSTWO LOGARIFMIˆESKOJ SPIRALI SOHRANQTX POSTOQNNYJ UGOL MEVDU POLQRNYM

LUˆOM I NORMALX@ K KRIWOJ.
pOD DISKRETNO-TOˆEˆNYM ZADANIEM PLOSKOJ C1-GLADKOJ KRIWOJ BUDEM PONIMATX

KONEˆNYJ UPORQDOˆENNYJ NABOR n TOˆEK {Pj=(xj, yj) n
j=1} I GRANIˆNYE USLOWIQ OD-

NOGO IZ DWUH TIPOW:

1) UGLY τ1 I τn NAKLONOW KASATELXNYH W KRAJNIH UZLAH, n�2;
2) ZAMKNUTOSTX KRIWOJ; WYBOR NAˆALXNOJ TOˆKI W “TOM SLUˆAE PROIZWOLEN, n�3.
nAIBOLEE OB]AQ DISCIPLINA RAZBIENIQ KRIWOJ OBYˆNO FORMULIRUETSQ W WIDE

OGRANIˆENIJ KRIWIZNY ILI POWOROTA W PREDELAH HORDY, ˆTO DAET WOZMOVNOSTX

SˆITATX EE FUNKCIEJ W LOKALXNOJ SISTEME KOORDINAT HORDY. —TO USLOWIE MY BUDEM

PREDPOLAGATX WSEGDA WYPOLNENNYM.
pUSTX {Pj; τ1, τn} — DISKRETNO-TOˆEˆNOE PREDSTAWLENIE SPIRALXNOJ KRIWOJ S

GRANIˆNYMI USLOWIQMI PERWOGO TIPA (ZAMKNUTOSTX SPIRALXNYH KRIWYH NEWOZMOV-
NA). w KAVDOM WNUTRENNEM j-TOM UZLE POSTROIM DUGU OKRUVNOSTI Kj(Pj−1, Pj , Pj+1),
SOEDINQ@]U@ EGO S SOSEDNIMI UZLAMI. gRANIˆNYE UGLY POZWOLQ@T POSTROITX DUGI

K1 I Kn W KRAJNIH UZLAH PO DWUM TOˆKAM. pOSLE “TOGO NA KAVDU@ j-TU@ HORDU,
j�n−1, OPIRAETSQ PARA DUG Kj I Kj+1 S KRIWIZNAMI qj I qj+1. oNI OBRAZU@T

“LINZU” — OBLASTX, ZAKL@ˆENNU@ MEVDU “TIMI DUGAMI.
tAKOE POSTROENIE (KAK I SAM TERMIN “LINZA”) ISPOLXZUETSQ PRI OKRUVNOSTNOJ

INTERPOLQCII PLOSKOJ KRIWOJ ([2, STR. 102], [3]). eGO ILL@STRIRUET RISUNOK I1.
mY OBRA]AEM WNIMANIE NA ZAMEˆATELXNYE SWOJSTWA “TOGO POSTROENIQ W SLUˆAE

SPIRALXNYH KRIWYH, DOKAZATELXSTWO KOTORYH PRIWEDEM W RAZDELE 5:

• ISHODNAQ KRIWAQ LEVIT WNUTRI OBLASTI, OGRANIˆENNOJ SISTEMOJ “LINZ” I

POSTROENNOJ TOLXKO PO ZADANNOMU DISKRETNOMU PREDSTAWLENI@ KRIWOJ ;
• POSLEDOWATELXNOSTX RASˆETNYH KRIWIZN {qj, j=1, n} NASLEDUET HARAKTER MO-

NOTONNOSTI KRIWIZNY ISHODNOJ KRIWOJ.

—KSTREMALXNOE RASSTOQNIE OT DUGI KRIWIZNY q DO HORDY DLINY 2c RAWNO

h(q, c) =
−q c2√

1−(q c)2 + 1
�
−q c2

2

(
1+

q2c2

4

)
.

lOKALXNAQ [IRINA δj KAVDOJ LINZY S HORDOJ DLINY 2cj I GLOBALXNAQ OCENKA

DETERMINIROWANNOSTI KRIWOJ ∆ IME@T WID

δj = |h(qj, cj)− h(qj+1, cj)| �
c2j
2
|qj−qj+1|, ∆ = max(δj, j=1, n−1). (1)

1rIMSKIMI CIFRAMI PRONUMEROWANY CWETNYE RISUNKI, POME]ENNYE NA STR. 12–13.
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wYSOKAQ “FFEKTIWNOSTX OCENKI SWQZANA S TEM, ˆTO PRI UDWOENII ˆISLA UZLOW ZNAˆE-
NIQ δj UMENX[A@TSQ PRIMERNO W 8 RAZ (KAVDYJ SOMNOVITELX UMENX[AETSQ WDWOE).
nA RISUNKE I POKAZAN “FFEKT, WYZWANNYJ UWELIˆENIEM n c 10 DO 13.

oB]AQ POSTANOWKA ZADAˆI. bYLO BY ZAMANˆIWO POLUˆITX OCENKI TIPA (1)
DLQ PROIZWOLXNOJ GLADKOJ KRIWOJ. eE MOVNO SˆITATX KUSOˆNO-SPIRALXNOJ, T.E.
SOSTOQ]EJ IZ UˆASTKOW S RAZLIˆNYM HARAKTEROM MONOTONNOSTI KRIWIZNY. wER[INY

KRIWOJ (TOˆKI “KSTREMALXNOJ KRIWIZNY) SLUVAT GRANICAMI UˆASTKOW.

rIS. 1.

pREDPOLOVIM, ˆTO TOˆKI Pi I GRA-
NIˆNYE UGLY τ1, τn DOPUSKA@T PO-
STROENIE KRIWOJ POSTOQNNOJ KRIWIZNY

(RIS. 1). oˆEWIDNO, INTERPOLQCIONNOE

SWOJSTWO DAST W “TOM SLUˆAE OBLASTX NU-
LEWOJ [IRINY, T.E. ODNOZNAˆNO OPREDELIT INTERPOLIRU@]U@ KRIWU@ KAK PRQMU@

ILI OKRUVNOSTX. eSLI ONA NE SOWPADET S ISHODNOJ KRIWOJ, ZNAˆIT, PRI RAZBIENII

INFORMACIQ O WER[INAH BYLA POTERQNA. iZ “TIH SOOBRAVENIJ SLEDUET, ˆTO KAVDYJ

UˆASTOK MONOTONNOJ KRIWIZNY DOLVEN BYTX PREDSTAWLEN KAK MINIMUM DWUMQ UZLA-
MI. —TO ISKL@ˆAET NALIˆIE DWUH I BOLEE WER[IN W PREDELAH HORDY I OBOSNOWYWAET

WYBOR KLASSOW ISSLEDUEMYH FUNKCIJ, OPISANNYH W SLEDU@]EM RAZDELE.
nAIBOLEE OB]AQ FORMULIROWKA ZADAˆI PREDSTAWLQETSQ W SLEDU@]EM WIDE: SREDI

WSEH C1-GLADKIH KRIWYH, DOPUSKA@]IH ZADANNOE DISKRETNO-TOˆEˆNOE PREDSTAWLE-
NIE, WYDELITX PODMNOVESTWO KRIWYH, IME@]IH NAIMENX[EE KOLIˆESTWO WER[IN;
OCENITX [IRINU POKRYWAEMOJ IMI OBLASTI.

2. oBOZNAˆENIQ I OPREDELENIQ

mY NAMERENY ISSLEDOWATX UˆASTKI C1-GLADKOJ KRIWOJ W PREDELAH HORDY I

IZUˆITX SWQZX MEVDU HARAKTEROM MONOTONNOSTI KRIWIZNY I PARAMETRAMI KRIWOJ W

UZLAH INTERPOLQCII. kRIWU@ PRI “TOM BUDEM RASSMATRIWATX KAK FUNKCI@ y=f(x)
W LOKALXNOJ SISTEME KOORDINAT, W KOTOROJ HORDA DLINY 2c QWLQETSQ OTREZKOM [−c, c]
OSI ABSCISS.

iSSLEDOWANIE UDOBNO SWESTI K OTREZKU [−1, 1], PONIMAQ PRI “TOM POD KOORDI-
NATAMI BEZRAZMERNYE OTNO[ENIQ x/c I y/c, A POD KRIWIZNOJ — NORMIROWANNU@

KRIWIZNU knorm= kc, TAKVE BEZRAZMERNU@. pOSKOLXKU REˆX POˆTI WSEGDA BUDET IDTI

IMENNO O NORMIROWANNOJ KRIWIZNE, MY BUDEM OPUSKATX EE SPECIALXNOE OBOZNAˆE-
NIE. kRIWIZNA DUGI OKRUVNOSTI, WYHODQ]EJ POD UGLOM α I OPIRA@]EJSQ NA HORDU

[−1, 1], RAWNA − sinα. uRAWNENIE TAKOJ DUGI, OBYˆNO ZAPISYWAEMOE S RADIKALAMI W

ˆISLITELE, PUTEM PERENESENIQ IRRACIONALXNOSTI W ZNAMENATELX PRIWODITcQ K WIDU,
KOTORYJ “NE BOITSQ” NULEWOJ KRIWIZNY:

A(x;α) :=

√
1−x2 sin2 α− cosα

sinα
=

sinα (1− x2)

cosα+
√
1−x2 sin2 α

,
cosα =

√
1−k2,

sinα = −k .
(2)
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kLASSY ISSLEDUEMYH FUNKCIJ. k KLASSU M ISSLEDUEMYH FUNKCIJ OTNESEM

WSE FUNKCII y=f(x), OBLADA@]IE SLEDU@]IMI SWOJSTWAMI:

• FUNKCIQ ZADANA NA OTREZKE x ∈ [−1, 1], NEPRERYWNA I OBRA]AETSQ W NULX NA

EGO KONCAH: f(±1) = 0;
• PROIZWODNAQ FUNKCII WS@DU NA OTREZKE NEPRERYWNA I OGRANIˆENA; SLEDOWA-

TELXNO, SU]ESTWUET FUNKCIQ τ (x) := arctg y′(x) — UGOL NAKLONA KASATELXNOJ

K GRAFIKU y=f(x);
• FUNKCIQ KRIWIZNY k(x)= y′′/(1 + y′2)3/2 NESTROGO MONOTONNA NA [−1, 1]; ONA

MOVET IMETX KONEˆNYE RAZRYWY I OBRA]ATXSQ W BESKONEˆNOSTX, OSTAWAQSX

INTEGRIRUEMOJ NA [−1, 1].
k

x
x1 x2-1 1

rIS. 2.

s POMO]X@ WERHNEGO INDEKSA BUDEM UTOˆNQTX TIP MONO-
TONNOSTI KRIWIZNY (WOZRASTANIE M+ ILI UBYWANIE M−).
k KLASSU M0 OTNESEM FUNKCII SEMEJSTWA (2).

kLASS FUNKCIJ V OPREDELIM, ZAMENIW USLOWIE MONO-
TONNOSTI TREBOWANIEM NALIˆIQ EDINSTWENNOJ WER[INY —
MAKSIMUMA (KLASS V+) ILI MINIMUMA (V−) KRIWIZNY. pO-
MIMO TRADICIONNOJ TRAKTOWKI, PODRAZUMEWA@]EJ “KSTREMUM KRIWIZNY W TOˆKE, MY

DOPUSKAEM PROTQVENNU@ WER[INU, T.E. OTREZOK [x1, x2] ⊂ (−1, 1), W PREDELAH KOTORO-
GO KRIWIZNA POSTOQNNA, A SLEWA I SPRAWA HARAKTER EE MONOTONNOSTI PROTIWOPOLOVEN

(RIS. 2). aBSCISSOJ WER[INY BUDEM SˆITATX L@BOE ZNAˆENIE x ∈ [x1, x2].
w ROLI “POSREDNIKA” MEVDU NATURALXNYM URAWNENIEM KRIWOJ I EE KOORDINAT-

NYM PREDSTAWLENIEM OBYˆNO WYSTUPAET FUNKCIQ τ (s) — UGOL NAKLONA KASATELXNOJ

K ORIENTIROWANNOJ KRIWOJ: τ ′(s)= k(s). aNALOGIˆNU@ ROLX OTWODIM FUNKCII z(x):

z(x) := sin τ (x) =
y′√
1+y′2

=⇒ z′(x) = k(x). (3)

pOSLEDNEE RAWENSTWO SPRAWEDLIWO I W TOˆKAH RAZRYWA KRIWIZNY, GDE z(x) IMEET IZ-
LOMY S ODNOSTORONNIMI PROIZWODNYMI. pO IZWESTNOJ FUNKCII z(x) FUNKCIQ y=f(x)
POLUˆAETSQ INTEGRIROWANIEM

f(x) =

x∫
−1

tg τ (u)du =

x∫
−1

z(u)√
1−z(u)2

du. (4)

˜TOBY NA PRAWOM KONCE OTREZKA WYPOLNQLOSX USLOWIE f(1)= 0, FUNCKIQ z(x) DOLVNA

OBRA]ATX W NULX FUNKCIONAL

Y(z) :=

1∫
−1

z(u)√
1−z(u)2

du = 0. (5)

iZ MONOTONNOSTI FUNKCII t �→ t/
√
1−t2 SLEDUET NERAWENSTWO

Y(u) > Y(v) PRI u(x)� v(x), (6)

GDE SIMWOL “� ” OBOZNAˆAET OTNO[ENIE, ISKL@ˆA@]EE TOVDESTWENNOE RAWENSTWO

FUNKCIJ W OBLASTI OPREDELENIQ, T.E. {u(x) � v(x) ∩ u(x) �≡ v(x)}.
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pRI RASSMOTRENII KRIWOJ y=f(x) NA HORDE [−1, 1] POD GRANIˆNYMI USLOWIQMI

POMIMO f(±1)= 0 MY BUDEM PONIMATX UGLY NAKLONA KASATELXNYH NA KONCAH OTREZKA

α= τ (−1) I β = τ (1) (|τ (x)|<π/2) I KRIWÍZNY k1= k(−1) I k2= k(1). dLQ PODKLAS-
SOW FUNKCIJ S ZADANNYMI GRANIˆNYMI USLOWIQMI BUDEM ISPOLXZOWATX OBOZNAˆENIQ

M(α, β) ILI M(α, β, k1, k2).

oPREDELENIE LINZY. pUSTX ZADAN OTREZOK AB DLINY |AB| = 2c �= 0. pOSTROIM

DWE DUGI OKRUVNOSTEJ, SOEDINQ@]IE KONCY OTREZKA I WYHODQ]IE IZ TOˆKI A POD

UGLAMI ξ I η (|ξ|, |η| < π) K NAPRAWLENI@
→
AB. oBLASTX, OGRANIˆENNU@ “TIMI

DUGAMI, NAZOWEM LINZOJ I OBOZNAˆIM L(ξ, η;AB), OPUSKAQ OBOZNAˆENIE OTREZKA, ESLI

ONO QSNO IZ KONTEKSTA. kRIWÍZNY DUG SWQZANY S UGLAMI SOOTNO[ENIEM kξc = − sin ξ.
dUGU, WYHODQ]U@ POD UGLOM (ξ+η)/2, NAZOWEM BISSEKTRISOJ LINZY. oBOZNAˆENI-

EM L
(ξ, η) MY BUDEM PODˆERKIWATX UPORQDOˆENNOSTX PARAMETROW: ξ � η. oˆEWIDNO,

L
(ξ2, η2) ⊆ L
(ξ1, η1) ⇐⇒ ξ1 � ξ2 � η2 � η1. (7)

y

x

α

−β

γ βω

rIS. 3.

s GRANIˆNYMI UGLAMI α I β MY BUDEM

SWQZYWATX LINZU L(α,−β) (RIS. 3). eE UGLO-
WAQ POLU[IRINA ω (SO ZNAKOM) I UGOL WYHO-
DA BISSEKTRISY γ RAWNY

ω =
α+β

2
, γ =

α−β

2
. (8)

3. zADAˆA O SOPRQVENII DWUH OKRUVNOSTEJ

pOSTROIM I ISSLEDUEM FUNKCII y=f(x), GRAFIKI KOTORYH SOSTAWLENY IZ DWUH

KRUGOWYH DUG. —TO POSTROENIE ISPOLXZUETSQ W ZADAˆAH INTERPOLQCII KAK POSTROENIE

KRIWOJ, NO BEZ STREMLENIQ POSTROITX FUNKCI@ NA HORDE [4]. ESLI TAKAQ FUNKCIQ

SU]ESTWUET, TO ONA PRINADLEVIT K KLASSU M±(α, β, k1, k2).

lEMMA 1. eSLI FUNKCIQ y=f(x) PRINADLEVIT K KLASSU M(α, β, k1, k2), TO DLQ GRA-
NIˆNYH UGLOW α, β, UGLA ω=(α+β)/2 I KRIWIZN k1, k2 SPRAWEDLIWY SOOTNO[ENIQ

M+ : ω > 0 I k1 < − sinα < sinβ < k2; (9)

M− : ω < 0 I k1 > − sinα > sinβ > k2;

M0 : ω = 0 I k1 = − sinα = sinβ = k2.

dOKAZATELXSTWO. uTWERVDENIE DLQ KLASSA M0 OˆEWIDNO. pUSTX KRIWAQ y= f(x)∈M+(α, β, k1, k2
oBRATIMSQ K FUNKCII z(x). sOGLASNO EE OPREDELENI@ I SWOJSTWU (3), EE GRAFIK

SOEDINQET TOˆKI A(−1, sinα) I B(1, sinβ) (RIS. 4). kROME TOGO, “TO FUNKCIQ S WOZRA-
STA@]EJ PROIZWODNOJ, PO“TOMU GRAFIK PREDSTAWLQET SOBOJ WYPUKLU@ WNIZ KRIWU@,
LEVA]U@ NIVE HORDY AB. wWEDEM FUNKCII, PREDSTAWLENNYE PRQMOJ AB

l(x) = k0x+
sinα+ sinβ

2
, k0 =

sin β− sinα

2
(10)
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I PROHODQ]IMI ˆEREZ NAˆALO KOORDINAT PRQMYMI AA1 I B1B:

AA1 : z1(x) = −x sinα, B1B : z2(x) = x sinβ. (11)
z

xO

A

B1

B

A1

 1

P

rIS. 4.

iZ NERAWENSTWA z(x)< l(x) SLEDUET Y(z)<Y(l) (6). nO

Y(z)= 0 (5), a

Y(l) =

1∫
−1

l(u)√
1−l(u)2

du = 2 tg
α+β

2
= 2 tg ω.

oTS@DA I POLUˆAEM NERAWENSTWO ω> 0 PRI y= f(x)∈M+.
iZ NEGO SLEDUET SREDNEE ZWENO CEPOˆKI NERAWENSTW (9):
− sinα< sin β.

sOGLASNO (3), NAKLONY LEWOJ AP PRAWOJ PB KASA-
TELXNYH K GRAFIKU z(x) RAWNY k1 I k2. dOKAVEM NE-
RAWENSTWO k1<− sinα. eGO NARU[ENIE OZNAˆALO BY RAS-
POLOVENIE KASATELXNOJ AP K GRAFIKU I, SLEDOWATELXNO, WSEGO GRAFIKA NE NI-
VE OTREZKA AA1: z(x)� z1(x). tOVDESTWENNOE RAWENSTWO ISKL@ˆENO, TAK KAK

− sinα= z1(1)<z(1)= sin β. nO TOGDA Y(z)>Y(z1) (6). oˆEWIDNO, Y(z1)= 0, I MY

POLUˆAEM Y(z)> 0, ˆTO PROTIWOREˆIT GRANIˆNYM USLOWIQM (5) I DOKAZYWAET LEWU@

ˆASTX CEPOˆKI (9). eE PRAWAQ ˆASTX DOKAZYWAETSQ ANALOGIˆNO: KASATELXNAQ PB I

GRAFIK z(x) NE MOGUT NAHODITXSQ WY[E OTREZKA B1B.
eSLI KRIWAQ y= f(x)∈M−(α, β, k1, k2), TO y1=−f(x)∈M+(−α,−β,−k1,−k2) I,

PO DOKAZANNOMU, −k1< sinα<− sin β <−k2, ˆTO DAET NERAWENSTWA DLQ KLASSA M−. �

sLEDSTWIE 1. zAFIKSIRUEM UGLY α, β, PONIZIW TEM SAMYM RAZMERNOSTX PROSTRAN-
STWA GRANIˆNYH USLOWIJ (α, β, k1, k2) S ˆETYREH DO DWUH. pUSTX UGOL ω �=0. tOGDA

W PLOSKOSTI (k1, k2) MOVNO UKAZATX ODNU I TOLXKO ODNU IZ OBLASTEJ K+ ILI K−,
DOPUSKA@]U@ PRINADLEVNOSTX KRIWOJ K ODNOMU IZ DWUH KLASSOW M±:

K+ := { (k1, k2) : −∞ � k1 < − sinα ∩ sinβ < k2 � +∞, ω > 0},
K− := { (k1, k2) : +∞ � k1 > − sinα ∩ sinβ > k2 � −∞, ω < 0}.

(12)

eSLI ω > 0, TO OBLASTX K+ SU]ESTWUET I RASPOLOVENA WY[E PRQMOJ k1= k2; W

PROTIWNOM SLUˆAE IMEETSQ OBLASTX K−, RASPOLOVENNAQ NIVE “TOJ PRQMOJ. �
pERWYJ FRAGMENT RISUNKA II ILL@STRIRUET OBLASTX K+. nA PLOSKOSTI (k1, k2),

RAZREZANNOJ PRQMYMI k1=− sinα I k2= sinβ NA 4 KWADRANTA, ONA PREDSTAWLENA LE-
WYM WERHNIM KWADRANTOM. pOLOVENIE EGO WER[INY C= (− sinα, sinβ) OPREDELQETSQ

ZAFIKSIROWANNYMI ZNAˆENIQMI UGLOW2.

sLEDSTWIE 2. kRIWOJ y=f(x)∈M±(α, β, k1, k2) SOOTWETSTWUET WYPUKLAQ FUNKCIQ

z(x). oNA WPISANA W LOMANU@ APB W TOM SMYSLE, ˆTO DWA ZWENA LOMANOJ QWLQ@TSQ

2dLQ ILL@STRACII UBYWANIQ PONADOBILSQ BY DRUGOJ RISUNOK c TOˆKOJ C, LEVA]EJ NIVE PRQMOJ

k1= k2. nA NEM BYL BY WYDELEN PRAWYJ NIVNIJ KWADRANT. w SLUˆAE POSTOQNSTWA KRIWIZNY OBLASTI

(12) WYROVDA@TSQ W EDINSTWENNU@ TOˆKU C NA PRQMOJ k1= k2 (RIS. 10 NA STR. 22).
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OPORNYMI PRQMYMI GRAFIKA z(x). pO“TOMU SPRAWEDLIWY NERAWENSTWA

M+ : z(x) � V (x;P ),
M− : z(x) � V (x;P ),

V (x;P ) :=

{
k1(x+ 1) + sinα, −1 � x � x0,
k2(x− 1) + sinβ, x0 � x � 1, (13)

W KOTORYH LOMANAQ APB RASSMATRIWAETSQ KAK GRAFIK NEKOJ FUNKCII V (x;P ), A

KOORDINATY TOˆKI P PERESEˆENIQ KASATELXNYH RAWNY

x0(k1, k2) =
k1+k2+sinα− sinβ

k2 − k1
, z0(k1, k2) =

2k1k2 + k2 sinα− k1 sinβ

k2 − k1
. (14)

sLEDSTWIE 3. kAVDOJ TOˆKE K(k1, k2)∈K± SOOTWETSTWUET ODNA I TOLXKO ODNA TOˆKA

P (x0, z0). oNA RASPOLOVENA W POLOSE |x|�1 STROGO NIVE (M+) ILI WY[E (M−)
LOMANOJ B1OA1, T.E. W ODNOJ IZ OBLASTEJ

P± := { (x, z) : |x| � 1 ∩ z ≶ −x sinα ∩ z ≶ x sinβ}. (15)

rAWENSTWO |x|=1 SOOTWETSTWUET BESKONEˆNOMU ZNAˆENI@ ODNOJ IZ KRIWIZN.
oBRATNO, KAVDAQ TOˆKA P (x, z)∈P ODNOZNAˆNO OPREDELQET TOˆKU K(k1, k2)∈K:

k1(x0, z0) =
z0 − sinα

x0 + 1
, k2(x0, z0) =

z0 − sin β

x0 − 1
. (16)

wO WZAIMNOJ ODNOZNAˆNOSTI OTOBRAVENIJ K→P (14) I P→K (16) MOVNO UBE-
DITXSQ, RASSMOTREW IH QKOBIANY:

J1(k1, k2)
K→P

= 4
(k1−k0)(k2 − k0)

(k2 − k1)3
, J2(x0, z0)

P→K
= 2

z0 − l(x0)

(x20−1)2
,

GDE k0 I l(x) OPREDELENY W (10). pERWYJ IZ NIH NE RAWEN NUL@ W K, ˆTO STANOWITSQ

OˆEWIDNYM, ESLI W NERAWENSTWA (9) WWESTI k0 — SEREDINU OTREZKA [− sinα, sinβ]:

ω ≷ 0 : k1 ≶ − sinα ≶ k0 ≶ sinβ ≶ k2. (17)

nA RISUNKE II “TOT FAKT ILL@STRIRU@T TOˆKA N(k0, k0) I PRQMYE k1= k0, k2= k0.
qKOBIAN J2 OBRA]AETSQ W NULX NA PRQMOJ AB — WNE OBLASTI P . �

fIKSACIQ UGLOW NA PRAWOM FRAGMENTE RISUNKA II, ILL@STRIRU@]EM OBLASTX P+,
OTRAVENA POLOVENIEM TOˆEK A(−1, sinα) I B(1, sinβ). pRIZNAKOM WOZRASTANIQ

KRIWIZNY SLUVIT RASPOLOVENIE NAˆALA KOORDINAT O NIVE OTREZKA AB (10):
l(0)= (sinα+sinβ)/2> 0. tOˆKA O QWLQETSQ OBRAZOM TOˆKI C , A ISHODQ]IE IZ C
LUˆI — GRANICY OBLASTI K — PREOBRAZU@TSQ W KONEˆNYE OTREZKI OB1 I OA1,
PRINADLEVA]IE GRANICE OBLASTI P . lUˆI, OGRANIˆIWA@]IE OBLASTX P PO BOKOWYM

STORONAM, QWLQ@TSQ OBRAZAMI BESKONEˆNO UDALENNYH TOˆEK OBLASTI K.

w NERAWENSTWAH (13) INTERESEN SLUˆAJ RAWENSTWA, T.E. SOWPADENIQ z(x) SO SWOEJ

“OPORNOJ LOMANOJ” V (x;P ). uSLOWIE (5) PRINIMAET WID(
cosα

k1
−
cosβ

k2

)
−
(
1

k1
−
1

k2

)√
1− z20 = 0, (18)

GDE z0 OPREDELQETSQ W (14). pOSKOLXKU FUNKCIQ z(x) KUSOˆNO-LINEJNA, KRIWIZNA k(x)
KUSOˆNO-POSTOQNNA, I GRAFIK y=f(x) SOSTOIT IZ DWUH DUG OKRUVNOSTEJ. pERWAQ

DUGA IMEET KRIWIZNU k1, WYHODIT IZ TOˆKI (−1, 0) POD UGLOM α, W TOˆKE (x0, y0) PRI
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NAKLONE τ0 GLADKO PEREHODIT WO WTORU@ S KRIWIZNOJ k2 �=k1, DOSTIGA@]U@ TOˆKI

(1, 0) PRI NAKLONE β.
pRI k1,2→0 LEWAQ ˆASTX (18) IMEET KONEˆNYE PREDELY3, ˆTO POZWOLQET RASSMATRI-

WATX PRQMU@ KAK ˆASTNYJ SLUˆAJ KRUGOWOJ DUGI, NE TREBU@]IJ OSOBYH OGOWOROK.
oSWOBOVDENIE W (18) OT RADIKALA DAET URAWNENIE SWQZI

Q(α, β, k1, k2) := k1k2 + k2 sinα − k1 sinβ + sin
2 γ =

= (k1 + sinα)(k2 − sin β) + sin
2 ω = 0

(19)

(UGLY γ I ω OPREDELENY W (8)). w PLOSKOSTI (k1, k2) “TO GIPERBOLA S CENTROM W

TOˆKE C (RISUNOK II). eE ASIMPTOTY SOWPADA@T S GRANICAMI OBLASTI K. tOLXKO ODNA

WETWX LEVIT W K±, I IMENNO NA NEJ PEREHOD OT (18) K (19) QWLQETSQ “KWIWALENTNYM

PREOBRAZOWANIEM BEZ RISKA POLUˆITX “LI[NIE” RE[ENIQ4.
wYBOR KRIWIZNY NA ODNOM KONCE OTREZKA OPREDELQET EE ZNAˆENIE NA DRUGOM KON-

CE. oSTAWLQQ OBOZNAˆENIE (k1, k2) DLQ NESWQZANNYH MEVDU SOBOJ GRANIˆNYH USLOWIJ,
WWEDEM PARY (k1, g2) I (g1, k2), OPREDELQEMYE URAWNENIQMI

Q(α, β, k1, g2) = 0, Q(α, β, g1, k2) = 0 (20)

I DOPUSKA@]IE ISKOMOE SOPRQVENIE. nA RISUNKE II “TO WYGLQDIT KAK PROEKTIRO-
WANIE PROIZWOLXNOJ TOˆKI K(k1, k2)∈K± W TOˆKI GIPERBOLY K1(k1, g2) I K2(g1, k2).
kRIWÍZNY g2 I g1 NAZOWEM DOPOLNITELXNYMI K ZADANNYM KRIWIZNAM k1 I k2.

pODSTANOWKA (16) W URAWNENIE GIPERBOLY DAET EE OBRAZ W PLOSKOSTI (x, z):

Q̃(x, z) :=
E(x, z)

x2 − 1
= 0, GDE E(x, z) := x2 sin2 γ + z2+2xz sin γ cosω− sin2 ω. (21)

kRIWAQ E(x, z)= 0 — “LLIPS c CENTROM W NAˆALE KOORDINAT (RISUNOK II). oN KA-
SAETSQ GORIZONTALEJ z=±1 I PROHODIT ˆEREZ TOˆKI A, B I IM SIMMETRIˆNYE

A1=(1,− sinα) I B1=(−1,− sinβ). wETWX GIPERBOLY, PRINADLEVA]AQ OBLASTI K,
OTOBRAVAETSQ W DUGU B1A1 “LLIPSA, ZAKL@ˆENNU@ W OBLASTI P :

Z(x) = − sinω
√
1−x2 sin2 γ − x sin γ cosω = − sin[ω + arcsin(x sin γ)], |x| < 1. (22)

oBRAZAMI TOˆEK K1(k1, g2) I K2(g1, k2) QWLQ@TSQ TOˆKI P1(x1, z1) I P2(x2, z2). nA-
KLONY ZWENXEW LOMANOJ V (x;P1) RAWNY k1 I g2, LOMANOJ V (x;P2) — g1 I k2.

rISUNOK III ILL@STRIRUET POLUˆENNYE SOPRQVENIQ. pRI FIKSIROWANNYH UGLAH

α I β POSTROENNYE KRIWYE QWLQ@TSQ ˆLENAMI ODNOPARAMETRIˆESKOGO SEMEJSTWA. w

3nAPRIMER, SLAGAEMOE, KRITIˆNOE K k1→0, PREOBRAZUETSQ TAK (PRI “TOM
√

1− z20 → cosα):

cosα−
√
1− z20

k1
=

1

k1
·
cos2 α− (1−z20)

cosα+
√

1− z20
=

(2k2+sinα− sinβ) (2k1k2+2k2 sinα−k1 sinα−k1 sinβ)

(k2−k1)2 (cosα+
√
1− z20)

.

4˜TOBY UBEDITXSQ W “TOM, PREDSTAWIM (18) W WIDE

(−k1− sinα) cosβ + (k2− sinβ) cosα+ sin 2ω

k1k2
=

(k2 − k1)

k1k2

√
1− z20 .

BELIˆINY W SKOBKAH, SOGLASNO (9), ODNOWREMENNO S ω POLOVITELXNY ILI OTRICATELXNY. dOSTATOˆNO

TOGO, ˆTO LEWAQ I PRAWAQ ˆASTI IME@T ODINAKOWYE ZNAKI.
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KAˆESTWE PARAMETRA SEMEJSTWA MOVET WYSTUPATX ODNA IZ GRANIˆNYH KRIWIZN ILI

KOORDINATA x0 TOˆKI SOPRQVENIQ. dLQ ˆLENOW SEMEJSTWA WWEDEM OBOZNAˆENIQ

B1(x;α, β, k1) ≡ B2(x;α, β, g2) ≡ B0(x;α, β, x0), (23)

OTRAVA@]IE SPOSOB PARAMETRIZACII. pARAMETRY SWQZANY SOOTNO[ENIQMI (20) I

k1 =
sinω

1 + x0
(x0 cos γ − r) − sinα,

g2 =
sinω

1− x0
(x0 cos γ + r) + sinβ,

r = +
√
1−x20 sin

2 γ, |x0| < 1.

“lI[NIE” RE[ENIQ (PUNKTIR NA RISUNKE III) POLUˆA@TSQ ZAMENOJ ZNAKA PERED RADI-
KALOM I/ILI PRI |x0|> 1. tOˆKI SOPRQVENIQ LEVAT NA BISSEKTRISE LINZY L(α,−β),
NAPRAWLENIE τ0 W TOˆKE SOPRQVENIQ SOSTAWLQET S BISSEKTRISOJ UGOL ω.

zAMETIM, ˆTO PRI k1 → −∞ TOˆKA P STREMITSQ K B1 PO DUGE “LLIPSA, LOMA-
NAQ V (x;P ) WYROVDAETSQ W OTREZOK B1B (11), POROVDAQ PRI INTEGRIROWANII (4)
FUNKCI@ A(x;−β). pRI ω → 0 W ODIN OTREZOK SLIWA@TSQ DUGA “LLIPSA B1A1, LO-
MANAQ APB, OTREZKI AA1 I B1B. fUNKCII SEMEJSTWA B WYROVDA@TSQ W PRI “TOM

W FUNKCI@ A(x; γ). —TO POZWOLQET DATX SLEDU@]IE OPREDELENIQ:

M±,0 :
B1(x;α, β,∓∞) = B0(x;α, β,−1) = A(x;−β),
B2(x;α, β,±∞) = B0(x;α, β,+1) = A(x;α),
Bi(x; γ,−γ, ∗) = A(x; γ), i=0, 1, 2.

(24)

rISUNOK IV ILL@STRIRUET SEMEJSTWO SOPRQVENNYH DUG S FIKSIROWANNYMI KRI-
WIZNAMI k1=− sin 60◦ I k2= sin 30

◦ I SWOBODNYM PARAMETROM α ILI β. w PREDELE

PRI α→− arcsin k1 ILI β→arcsin k2 KRIWYE “TOGO SEMEJSTWA TAKVE PEREHODQT W

OKRUVNOSTI.

4. lOKALXNYE SWOJSTWA SPIRALXNYH KRIWYH

w “TOM RAZDELE MY IZUˆIM SWOJSTWA FUNKCIJ KLASSOW M±. lOKALXNYE SWOJSTWA

PREDSTALQ@T SOBOJ NERAWENSTWA DLQ GRANIˆNYH USLOWIJ I KOORDINATNYH PREDSTA-
WLENIJ KRIWOJ W PREDELAH HORDY. nA IH OSNOWE ZATEM BUDUT DOKAZANY GLOBALXNYE

SWOJSTWA, ILI, ZAIMSTWUQ IZWESTNYJ TERMIN, SWOJSTWA “W CELOM”.

tEOREMA 1. gRANIˆNYE USLOWIQ KRIWOJ KLASSA M±(α, β; k1, k2) UDOWLETWORQ@T SI-
STEME NERAWENSTW

Q(α, β, k1, k2) � 0 I
ω > 0, ESLI KRIWIZNA WOZRASTAET (k1 < k2);
ω < 0, ESLI KRIWIZNA UBYWAET (k1 > k2).

(25)

dOKAZATELXSTWO. rASSMOTRIM SLUˆAJ WOZRASTA@]EJ KRIWIZNY. nERAWENSTWO ω> 0
DOKAZANO W LEMME 1. uTWERVDENIE TEOREMY USILIWAET LEMMU, TAK KAK SUVAET

OBLASTX ZNAˆENIJ (k1, k2)∈K+, NEOBHODIMYH DLQ PRINADLEVNOSTI KRIWOJ K KLASSU

M+, DO WYPUKLOJ PODOBLASTI

H+ := { (k1, k2) : Q(k1, k2) � 0, k1<k2, ω > 0}.
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oNA OGRANIˆENA TOJ WETWX@ GIPERBOLY (19), KOTORAQ LEVIT W K+ (RISUNOK II).
oBRAZOM OBLASTI H+ W (x, z) QWLQETSQ, SOGLASNO (21), PODOBLASTX E+⊂P+, W KOTOROJ

WYPOLNQETSQ NERAWENSTWO Q̃(x, z)� 0. w P+ ONO PRINIMAET WID E(x, z)� 0 I OZNAˆAET

ISKL@ˆENIE IZ P+ WNUTRENNOSTI “LLIPSA:

E+ := { (x, z) : |x| � 1, z � Z(x), (x, z) �=A1, (x, z) �=B1}.

oBLASTX E+ PREDSTAWLQET SOBOJ ˆASTX POLOSY |x|�1, LEVA]U@ NIVE DUGI B1A1,
I SAMU “TU DUGU S WYKOLOTYMI KONCAMI (TOˆKI A1 I B1 NE PRINADLEVALI P ).
tAKIM OBRAZOM, UTWERVDENIE TEOREMY TREBUET ISKL@ˆITX RASPOLOVENIE TOˆKI P
PERESEˆENIQ KASATELXNYH WNUTRI WYPUKLOJ OBLASTI OB1A1O (RIS. 5).

z

xO

A

B1

B

A1

 1

P1

P

rIS. 5.

pREDPOLOVIM, ˆTO TOˆKA P LEVIT WNUTRI OBLASTI

OB1A1O. sOGLASNO (13), z(x) � V (x;P ). sPROEKTIRUEM P
W TOˆKU P1, LEVA]U@ NA DUGE B1A1. tOGDA Y(V (x;P1))= 0
I V (x;P )>V (x;P1), ˆTO WLEˆET NERAWENSTWO Y(z)> 0 I

OZNAˆAET NARU[ENIE GRANIˆNYH USLOWIJ NA PRAWOM KONCE

OTREZKA: f(1)�=0. tAKIM OBRAZOM, TOˆKA P MOVET LEVATX

LIBO NA DUGE B1A1, LIBO NIVE EE, OTKUDA I SLEDUET

DOKAZYWAEMOE NERAWENSTWO Q� 0.
eSLI KRIWAQ y= f(x)∈M−(α, β, k1, k2),

TO y1=−f(x)∈M+(−α,−β,−k1,−k2). sOGLASNO OPREDE-
LENI@ (19), Q(−α,−β,−k1,−k2)=Q(α, β, k1, k2). sLEDO-
WATELXNO, “TO PREOBRAZOWANIE IZMENQET ZNAK UGLA ω, NO NE IZMENQET ZNAˆENIQ Q,
ˆTO DOKAZYWAET NERAWENSTWA DLQ SLUˆAQ UBYWA@]EJ KRIWIZNY. �

sLEDSTWIE 1. iZ DOKAZATELXSTWA SLEDUET, ˆTO ESLI W (25) WYPOLNENO RAWENSTWO

Q=0, T.E. P ∈B1A1, LOMANAQ z(x)=V (x;P ) QWLQETSQ EDINSTWENNOJ FUNKCIEJ, UDO-
WLETWORQ@]EJ USLOWI@ Y(z)= 0. pOROVDAEMAQ KRIWAQ y=f(x) PRINADLEVIT K SE-
MEJSTWU B (23), I “TO POSTROENIE QWLQETSQ EDINSTWENNYM W KLASSE M. �

nEKU@ SWOBODU POSTROENIQ, PREDELY KOTOROJ BYLO BY L@BOPYTNO OCENITX, MY

POLUˆAEM TOLXKO PRI Q< 0. sOOTWETSTWU@]U@ OCENKU DAST TEOREMA 3.

sLEDSTWIE 2. nERAWENSTWA (9) MOGUT BYTX USILENY WWEDENIEM DOPOLNITELXNYH

KRIWIZN g1 I g2. sOGLASNO (19) I (20),

k1 =
Q− sin2 ω

k2 − sinβ
− sinα, g1 =

− sin2 ω

k2 − sinβ
− sinα.

uˆITYWAQ, ˆTO Q� 0, ω �=0, A ZNAMENATELX k2− sin β W SLUˆAE M+ POLOVITELEN (9),
DELAEM WYWOD: k1 � g1<− sinα. aNALOGIˆNO, sinβ <g2 � k2. pRIWLEKAQ (17), POLU-
ˆAEM CEPOˆKU NERAWENSTW, “KWIWALENTNU@ UTWERVDENI@ TEOREMY 1

M+ : k1 � g1 < − sinα < k0 < sinβ < g2 � k2
AP1 AP2 AA1 AB B1B P1B P2B

(26)

I SWQZYWA@]U@ NAKLONY SEMI OTREZKOW, IZOBRAVENNYH NA RISUNKE II. rAWENSTWA

W (26) NASTUPA@T PRI Q=0. �
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tEOREMA 2. eSLI UGLY α, β I KRIWIZNY k1, k2 UDOWLETWORQ@T USLOWIQM (25) DLQ

ODNOGO IZ KLASSOW M±, TO W “TOM KLASSE SU]ESTWUET KRIWAQ S ZADANNYMI GRANIˆ-
NYMI USLOWIQMI.

dOKAZATELXSTWO. pUSTX ω > 0, Q� 0 I k1<k2. pOSTROIM FUNKCI@ z(x), PORO-
VDA@]U@ KRIWU@ y= f(x)∈M+(α, β, k1, k2). dLQ SLUˆAQ Q=0 TAKOE POSTROENIE

UVE IZWESTNO (23). pRI Q< 0 BUDEM ISKATX EGO SREDI FUNKCIJ, GRAFIK KOTORYH

SOSTAWLEN IZ TREH DUG OKRUVNOSTEJ S POSLEDOWATELXNO WOZRASTA@]IMI KRIWIZNAMI.
pUSTX Q< 0, T.E. TOˆKA P PERESEˆENIQ KASATELXNYH K z(x) LEVIT NIVE DUGI B1A1

(RIS. 6). lEWAQ (AP ) I PRAWAQ (PB) KASATELXNYE K GRAFIKU ISKOMOJ FUNKCII z(x)
PERESEKA@T DUGU B1A1 W TOˆKAH P1 I P2. kUSOˆNO-LINEJNYE FUNKCII V1(x)=V (x;P1)
I V2(x)= V (x;P2) OBRA]A@T W NULX FUNKCIONAL (5). nAKLONY OTREZKOW AP2 I P1B
RAWNY DOPOLNITELXNYM KRIWIZNAM g1 I g2.

z

x

 1

O

A

B1

B

A1

P

M

N
P1

P2

rIS. 6.

kANDIDATA NA ROLX FUNKCII z(x) BUDEM ISKATX

SREDI SEMEJSTWA FUNKCIJ W (x;M,N), PREDSTAWLQ@-
]IH SOBOJ TREHZWENNYE LOMANYE AMNB, GDE M ∈AP1,
N ∈P2B. nAKLON OTREZKA MN , RAWNYJ KRIWIZNE PROME-
VUTOˆNOJ DUGI, OBOZNAˆIM k12. oˆEWIDNO, k1<k12<k2.
zAFIKSIRUEM PROIZWOLXNU@ TOˆKU M WNUTRI OTREZKA

AP1, A TOˆKU N BUDEM PEREDWIGATX PO P2B, OTSLEVIWAQ

ZNAˆENIE FUNKCIONALA Y(W ). oNO OTRICATELXNO PRI

N =P2, TAK KAK W (x;M,P2)�W (x;A,P2)≡V2(x) (6).
nA DRUGOM KONCE OTREZKA P2B, GDE TREHZWENNAQ LOMA-
NAQ AMNB WYROVDAETSQ W DWUHZWENNU@ AMB, FUNK-
CIONAL PRINIMAET POLOVITELXNOE ZNAˆENIE, POSKOLX-
KU W (x;M,B)�W (x;P1, B)≡V1(x). iZ SOOBRAVENIJ NEPRERYWNOSTI SLEDUET, ˆTO

WNUTRI OTREZKA P2B NAJDETSQ TOˆKA N TAKAQ, ˆTO W (x;M,N) OBRA]AET FUNKCIO-
NAL Y(W ) W NULX. pOSTROENNAQ W ITOGE GLADKAQ KRIWAQ y=f(x) SOSTOIT IZ TREH DUG

OKRUVNOSTEJ S KRIWIZNAMI k1, k12, k2, OBRAZU@]IMI WOZRASTA@]U@ POSLEDOWATELX-
NOSTX, I UDOWLETWORQET WSEM GRANIˆNYM USLOWIQM. aNALOGIˆNO DLQ L@BOJ TOˆKI

N ∈P2B MOVNO NAJTI SOOTWETSTWU@]U@ TOˆKU M ∈AP1. rISUNOK VI ILL@STRIRUET

SEMEJSTWO POSTROENNYH KRIWYH.
dOKAZATELXSTWO DLQ SLUˆAQ UBYWANIQ DAET OBRA]ENIE K FUNKCII y=−f(x). �

tEOREMA 3. eSLI KRIWAQ y= f(x)∈M(α, β), TO ONA NAHODITSQ WNUTRI LINZY

L(α,−β), A IMENNO, PRI −1<x< 1

M+ : {x, f(x)} ⊂ L
(−β, α) ILI A(x;−β) < f(x) < A(x;α); (27)

M− : {x, f(x)} ⊂ L
(α,−β) ILI A(x;−β) > f(x) > A(x;α).

eSLI IZWESTNY TAKVE GRANIˆNYE KRIWIZNY k1, k2 ILI IH OCENKI k′, k′′, TO KRIWAQ

NAHODITSQ WNUTRI OBLASTI, OGRANIˆENNOJ PAROJ KRIWYH SEMEJSTWA (23):

M+ : k′ � k1<k2 � k′′ =⇒ B1(x;α, β, k
′) � f(x) � B2(x;α, β, k′′); (28)

M− : k′ � k1>k2 � k′′ =⇒ B1(x;α, β, k
′) � f(x) � B2(x;α, β, k′′).
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dOKAZATELXSTWO. dLQ FUNKCII y= f(x)∈M+(α, β, k1, k2) DOKAVEM (28), WWEDQ PRO-
MEVUTOˆNYE NERAWENSTWA S OGRANIˆIWA@]IMI FUNKCIQMI b1(x) I b2(x):

b1(x) :=B1(x;α, β, k1) � f(x) � B2(x;α, β, k2)=: b2(x), (29)

B1(x;α, β, k
′) � B1(x;α, β, k1), B2(x;α, β, k2) � B2(x;α, β, k′′). (30)

eSLI Q(α, β, k1, k2)= 0, TO KRIWIZNY k1, k2 WZAIMNO DOPOLNITELXNY. tOGDA, SO-
GLASNO SLEDSTWI@ 1 TEOREMY 1, FUNKCII b1(x) I b2(x) SOWPADA@T MEVDU SOBOJ I S

f(x) — EDINSTWENNOJ FUNKCIEJ W KLASSE M+ S TAKIMI GRANIˆNYMI USLOWIQMI.
pUSTX Q< 0. tOGDA TOˆKA P PERESEˆENIQ KASATELXNYH (RISUNOK V) LEVIT NIVE

DUGI B1A1 (22), A LOMANAQ APB PERESEKAET EE W TOˆKAH P1 I P2 S ABSCISSAMI

x1<x2. fUNKCII V1(x)=V (x;P1) I V2(x)=V (x;P2) SOOTWETSTWU@T PARE KRIWYH

b1(x) I b2(x). nERAWENSTWO (29) OZNAˆAET, ˆTO NEOTRICATELXNA RAZNOSTX

δ1(x) = f(x)−b1(x)
(4)
=

x∫
−1

z(u)√
1−z(u)2

du−

x∫
−1

V1(u)√
1−V1(u)2

du. (31)

uSLOWIE “KSTREMUMA δ1(x) PRINIMAET WID

δ′1(x) =
z(x)√
1−z(x)2

−
V1(x)√
1−V1(x)2

= 0, (32)

ˆTO WWIDU MONOTONNOSTI FUNKCII t �→ t/
√
1−t2 WOZMOVNO TOLXKO PRI z(x)=V1(x).

zWENO AP1 LOMANOJ V1(x), BUDUˆI OPORNOJ PRQMOJ GRAFIKA z(x), NE PERESEKAET EGO,
NO MOVET SOWPADATX S NIM NA OTREZKE [−1, p], −1�p�x1. —TO WLEˆET RAWENSTWO

b1(x)= f(x) PRI x∈ [−1, p]. zWENO P1B RASPOLOVENO MEVDU HORDOJ AB I OPORNOJ

PRQMOJ P2B (26), I WWIDU WYPUKLOSTI GRAFIKA PERESEKAET EGO W EDINSTWENNOJ

TOˆKE W INTERWALE (p, 1). sLEDOWATELXNO, W “TOM INTERWALE URAWNENIE (32) IMEET

EDINSTWENNOE RE[ENIE, A FUNKCIQ δ1(x) — EDINSTWENNYJ “KSTREMUM. nA PRAWOM

KONCE δ1(x) STROGO UBYWAET (26): z′(1)= k2>g2=V ′1(1). pO“TOMU “TOT “KSTREMUM —
MAKSIMUM, I TAK KAK δ1(p)= δ1(1)= 0, δ1(x)> 0 WNUTRI (p, 1).

dLQ DOKAZATELXSTWA NERAWENSTWA f(x)�b2(x) W (29) SLEDUET RASSMOTRETX FUNKCI@

δ2(x)= f(x)−b2(x), KOTORAQ IMEET EDINSTWENNYJ (OTRICATELXNYJ) MINIMUM W TOˆKE,
OPREDELQEMOJ URAWNENIEM z(x)=V2(x). oTMETIM, ˆTO RAWENSTWA W (29) MOGUT BYTX

TOLXKO U KONCOW HORDY PRI NALIˆII UˆASTKOW POSTOQNNOJ KRIWIZNY [−1, p] ILI

[q, 1]. tOˆNEE, b1(x) � f(x)<b2(x) PRI x∈ (−1, p], b1(x)<f(x)<b2(x) PRI x∈ (p, q),
b1(x)<f(x) � b2(x) PRI x∈ [q, 1).

pRIEM (31)–(32) DELAET DOKAZATELXSTWO NERAWENSTW (30) TRIWIALXNYM: REˆX IDET

O SRAWNENII DWUH FUNKCIJ TIPA V (x;P ), U KOTORYH TOˆKA IZLOMA P SME]AETSQ PO

DUGE “LLIPSA OT B1 K A1. eDINSTWENNOSTX KORNQ I TIP “KSTREMUMA OˆEWIDNY5.
rAWENSTWA WOZMOVNY TOLXKO PRI k′= k1 I k2= k′′.

uTWERVDENIE (28) DLQ KLASSA M+ DOKAZANO. uTWERVDENIE (27) POLUˆAEM IZ NEGO

KAK PREDEL PRI k1→−∞, k2→+∞ (24). pOSKOLXKU UˆASTKI “POSTOQNNOJ BESKONEˆNOJ

5w ˆASTNOSTI, MAKSIMUM [IRINY δ(x)= |b2(x)−b1(x)| DOSTIGAETSQ W TOˆKE x0(g1, g2) (14), OPREDE-
LQEMOJ KAK RE[ENIE URAWNENIQ V1(x)=V2(x) (RIS. 7).
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KRIWIZNY” NEWOZMOVNY, NERAWENSTWA (27) STROGIE. oBRA]ENIE K FUNKCII y=−f(x)
DAET DOKAZATELXSTWO DLQ KLASSA M−. �

nAPOMNIM, ˆTO KAVDAQ TOˆKA K(k1, k2)∈K±(α, β) POROVDAET PODKLASS KRIWYH

y= f(x)∈M±(α, β, k1, k2). nERAWENSTWA (28) PRIWODQT K OPREDELENI@ BILINZY

B±(α, β, k1, k2) := { (x, y) : |x| � 1, B1(x;α, β, k1) � y � B2(x;α, β, k2)} , (33)

OGRANIˆIWA@]EJ WSE KRIWYE IZ OBLASTI KK1DK2K ∈ K (RIS. 7). rAS[IRENIE EE W

BESKONEˆNOSTX OZNAˆAET PREWRA]ENIE BILINZY W LINZU L(α,−β).
oTMETIM NEKOTORYE SWOJSTWA BILINZY. sOEDINIM PRQMOJ TOˆKU K S CENTROM

C GIPERBOLY, PERESEKAQ EE W TOˆKE D(d1, d2). iZ GEOMETRII GIPERBOLY SLEDUET,
ˆTO NA “TOJ PRQMOJ LEVIT I TOˆKA G(g1, g2), I ˆTO |CD|2= |CG|·|CK|. kRIWU@

B1(x;α, β, d1)≡B2(x;α, β, d2), POROVDAEMU@ TOˆKOJ D, MOVNO SˆITATX SREDNEJ LI-
NIEJ BILINZY. mAKSIMALXNYJ DIAMETR WPISANNOJ W BILINZU OKRUVNOSTI RAWEN 2|r|,

GDE r =
2Q sinω

N +
√
N2 + 4QQ′g1g2

,
Q = Q(α, β, k1, k2), Q′ = Q− sin2 ω,
N = sinω(k2−k1− sinα− sinβ)− 2Q′ cos γ.

rIS. 7.

k2

k1

K

K1

K2

G
D

C

 1

-1-2-3

y

x

-1  1

k1

g2

g1

k2

d1

d2

tEOREMA 4. eSLI KRIWAQ y= f(x)∈M+(α, β, k1, k2), I DLQ GRANIˆNYH USLOWIJ IZ-
WESTNY OCENKI

k′ � k1 < k2 � k′′,
α′ � α � α′′,
β ′ � β � β ′′,

TAKIE, ˆTO
α′+β ′′ � 0,
α′′+β ′ � 0, (34)

TO KRIWAQ NAHODITSQ WNUTRI OBLASTI, OGRANIˆENNOJ PAROJ KRIWYH SEMEJSTWA (23):

B1(x;α
′, β ′′, k′) � f(x) � B2(x;α′′, β ′, k′′). (35)

dOKAZATELXSTWO. dLQ FUNKCII y= f(x)∈M+(α, β, k1, k2) DOKAVEM NERAWENSTWA

B1(x;α
′, β ′′, k′) � B1(x;α, β ′′, k′) � B1(x;α, β, k′) � f(x);

f(x) � B2(x;α, β, k′′) � B2(x;α′′, β, k′′) � B2(x;α′′, β ′, k′′),

KRAJNIE ZWENXQ KOTORYH SOSTAWLQ@T UTWERVDENIE TEOREMY. lEWOE OT f(x) NERA-
WENSTWO UVE DOKAZANO (28). sLEDU@]IJ [AG WLEWO OZNAˆAET ZAMENU UGLA β EGO

WERHNEJ OCENKOJ β ′′ PRI FIKSIROWANNYH ZNAˆENIQH α I k′. nA RISUNKE VII POKA-
ZANO WYZWANNOE “TIM IZMENENIE FUNKCII z(x) OT V0(x) K V1(x) (LOMANYE AP0B I

AP1B
′). sRAWNENIE FUNKCIJ V0(x) I V1(x) PO ANALOGII S (31)–(32) POKAZYWAET, ˆTO

URAWNENIE V0(x)=V1(x) IMEET NA UˆASTKE IH NESOWPADENIQ EDINSTWENNYJ KORENX, I

RAZNOSTX POROVDAEMYH IMI FUNKCIJ B1(x;α, β, k
′)−B1(x;α, β ′′, k′) NEOTRICATELXNA.
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pOSLEDNIJ [AG WLEWO — ZAMENU UGLA α EGO NIVNEJ OCENKOJ α′ — ILL@STRIRUET

WTOROJ FRAGMENT RISUNKA VII. nERAWENSTWO BYLO BY STROGIM, NO W OCENKAH MY

DOPUSKAEM α=α′. sME]ENIE TOˆKI A′ WNIZ IMEET PREDEL — TOˆKU B ′′(−1, sinβ ′′),
WY[E KOTOROJ FUNKCIQ B1(x;α, β

′′, k′)∈M+ E]E SU]ESTWUET. oTS@DA W UTWERVDENII

TEOREMY USLOWIE α′+β ′′� 0. w “TOM USLOWII MY DOPUSKAEM RAWENSTWO, IMEQ W WIDU

OPREDELENIQ (24) I OGRANIˆIWA@]U@ FUNKCI@ y=A(x;−β).
nERAWENSTWA SPRAWA OT f(x) DOKAZYWA@TSQ ANALOGIˆNO. �

5. gLOBALXNYE OCENKI DETERMINIROWANNOSTI KRIWOJ

pUSTX ZADANO DISKRETNO-TOˆEˆNOE PREDSTAWLENIE {Pi, i=1, n; τ1, τn} PLOSKOJ KRI-
WOJ (RISUNOK VIII). dLQ POSLEDOWATELXNOSTI SOSEDNIH UZLOW I ISHODQ]IH IZ NIH

HORD WWEDEM INDEKSY i, j = i+1, k= i+2, l= i+3. w KAVDOM j-TOM UZLE, j � n−1,
OPREDELIM DLINU 2 cj I NAPRAWLENIE µj ISHODQ]EJ HORDY:

|
→

PjPk | = 2cj =
√
(xk−xj)2 + (yk−yj)2, cosµj =

xk−xj

2cj
, sin µj =

yk−yj

2cj
.

rASSMATRIWAQ GRANIˆNYE USLOWIQ KAK BESKONEˆNO MALYE “PSEWDOHORDY” P0P1 I

PnPn+1, NAPRAWLENNYE POD UGLAMI τ1 I τn, POLAGAEM DLQ NIH

c0 = cn = 0, µ0 = τ1, µn = τn.

pOWOROT HORDY W j-TOM UZLE ρj I KRIWIZNA qj ORIENTIROWANNOJ OKRUVNOSTI, SOEDI-
NQ@]EJ UZLY i, j, k, OPREDELQ@TSQ FORMULAMI

ρj = µj−µi, qj =
sin ρj
dj

, GDE dj =
√
c2i + c2j + 2cicj cos ρj =

1

2
|
→

PiPk | ,

SPRAWEDLIWYMI I PRI RASˆETE KRIWIZN q1 I qn. uGLY ρj PREDPOLAGA@TSQ PRIWEDEN-
NYMI K INTERWALU (−π, π).

nEIZWESTNYE KRIWIZNY I UGLY NAKLONA KASATELXNOJ K KRIWOJ W UZLE j OBOZNAˆIM

pj I τj . pREOBRAZOWANIEM KOORDINAT, WKL@ˆA@]IM GOMOTETI@, KAVDYJ UˆASTOK

KRIWOJ (jk) MOVET BYTX PRIWEDEN K WIDU fj(x) ∈M(αj, βj, k
′
j, k

′′
j ), GDE

αj = τj−µj , βj = τk − µj , k′j = pj cj, k′′j = pk cj.

k′ I k′′ — NORMIROWANNYE KRIWIZNY, WHODQ]IE W NERAWENSTWA (9) KAK k1 I k2.
w KAˆESTWE OCENOK WELIˆIN pj I τj TEM LUˆ[IH, ˆEM MELXˆE RAZBIENIE KRIWOJ,

MOGUT WYSTUPATX KRIWIZNA “TREHTOˆEˆNOJ” DUGI qj I UGOL ϑj — NAKLON KASATELXNOJ

K “TOJ DUGE W SREDNEM UZLE. w UZLAH P1 I Pn ϑ1= τ1, ϑn= τn.
nA KAVDU@ HORDU PjPk OPIRA@TSQ DWE DUGI — (ijk) I (jkl) S KRIWIZNAMI qj

I qk. oNI OBRAZU@T LINZU L(ξj ,−ηj), ANALOG LINZY L(αj,−βj):

ξj =ϑj−µj, ηj =ϑk−µj.

uGLY NA SMEVNYH HORDAH PiPj I PjPk SWQZANY SOOTNO[ENIQMI

τj = µi+βi = µj + αj =⇒ βi = ρj + αj, (36)

ϑj = µi+ηi = µj + ξj =⇒ ηi = ρj + ξj. (37)
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w OTLIˆIE OT UGLOW αi, βi, OGRANIˆENNYH ZNAˆENIQMI ±π/2, UGLY ξi, ηi LEVAT W

INTERWALE ±π. rASˆETNYE FORMULY DLQ NIH IME@T WID

sin ξj =
−cj sin ρj

dj
= −qjcj, sin ηj =

cj sin ρk
dk

= qkcj ,

cos ξj =
ci+cj cos ρj

dj
, cos ηj =

ck+cj cos ρk
dk

.
(38)

lEMMA 2. eSLI NA UˆASTKE (ijk) DISKRETNO-TOˆEˆNOGO PREDSTAWLENIQ NEKOJ KRI-
WOJ KRIWIZNA IZMENQLASX NESTROGO MONOTONNO, TO PARAMETRY KRIWOJ I EE PREDSTA-
WLENIQ NA “TOM UˆASTKE UDOWLETWORQ@T NERAWENSTWAM

↗ijk :
−ηi � −βi � αi

−βj � αj � ξj
↘ijk :

−ηi � −βi � αi
−βj � αj � ξj ,

(39)

W KOTORYH RAWENSTWA WOZMOVNY TOLXKO W SLUˆAE POSTOQNSTWA KRIWIZNY NA WSEM

UˆASTKE (STRELKI W FORMULAH OTRAVA@T HARAKTER MONOTONNOSTI KRIWIZNY).

sLUˆAJ POSTOQNSTWA KRIWIZNY OˆEWIDEN. iSKL@ˆIW EGO, DOKAVEM STROGIE NE-
RAWENSTWA DLQ WOZRASTA@]EJ KRIWIZNY. sOOTNO[ENIQ MEVDU UGLAMI −βi,j<αi,j
DUBLIRU@T NERAWENSTWA (9). iZ (9) TAKVE SLEDUET

pjci= k′′i � sinβi,
pjcj = k′j � − sinαj

(36)
= sin(ρj−βi)

=⇒
sinβi
ci
� pj �

sin(ρj−βi)

cj
. (40)

w KAVDOJ PARE NERAWENSTW HOTQ BY ODNO OBQZATELXNO STROGOE, TAK KAK POSTOQNSTWO

KRIWIZNY WOZMOVNO TOLXKO NA ODNOJ IZ HORD6. rASKRYWAQ SINUS RAZNOSTI, POLUˆAEM

sinβi (cj + ci cos ρj)<ci sin ρj cos βi. (41)

pO USLOWIQM RAZBIENIQ KRIWOJ, cos βi> 0. sOMNOVITELX (cj+ci cos ρj), ZAWISQ]IJ OT

RASPOLOVENIQ UZLOW i, j I k, OTRICATELEN TOLXKO W TOM SLUˆAE, ESLI TOˆKA Pk NAHO-
DITSQ WNUTRI KRUGA #ij, POSTROENNOGO NA HORDE PiPj KAK NA DIAMETRE. rASSMOTRIM

SLEDU@]IE WARIANTY RASPOLOVENIQ TOˆKI Pk (RIS. 8).

1. tOˆKA Pk NAHODITSQ WNE KRUGA #ij, T.E. 0 < cj+ci cos ρj
(38)
= dj cos ηi. sLE-

DOWATELXNO, cos ηi> 0, I |ηi|<π/2. tOGDA (41) LEGKO PREOBRAZUETSQ K VELANNOMU

SOOTNO[ENI@ MEVDU UGLAMI:

tg βi<
ci sin ρj

cj+ci cos ρj
= tg ηi =⇒ −ηi<−βi.

—TIM SLUˆAEM MOVNO BYLO BY I OGRANIˆITXSQ: W ALGORITMAH RASSTANOWKI UZLOW

INTERPOLQCII ˆASTO FORMULIRUETSQ TREBOWANIE NE DOPUSKATX POWOROTA HORDY NA

UGOL, PREWY[A@]IJ π/2, A PRI |ρj| < π/2 NERAWENSTWO cj+ci cos ρj > 0 ZAWEDOMO

WYPOLNENO. sTREMQSX K NEOBHODIMOMU MINIMUMU OGRANIˆENIJ, MY NE NAKLADYWAEM

“TOGO TREBOWANIQ I RASSMATRIWAEM OSTALXNYE SITUACII.

6lIBO NA OBEIH, NO SO SKAˆKOM KRIWIZNY W UZLE, ˆTO NE ME[AET POSLEDU@]EMU WYWODU.
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rIS. 8.
1.

Pi Pj

Pk

ρ j

2.

Pi
Pj

Pk

3.

Pi Pj

Pk

2. tOˆKA Pk NAHODITSQ WNUTRI PRAWOGO (OTNOSITELXNO NAPRAWLENIQ
→

PiPj) PO-
LUKRUGA #ij ILI NA EGO GRANICE, T.E. cj+ci cos ρj � 0, −π <ρj <−π/2. tOGDA

βi=αj+ρj < 0. pRI TAKIH ZNAKAH SOMNOVITELEJ NERAWENSTWO (41) NE MOVET BYTX

WYPOLNENO:
(sinβi)

− (cj + ci cos ρj)
−,0 ≮ ci

+(sin ρj)
−(cosβi)

+.

sLEDOWATELXNO, ISKL@ˆENO I TAKOE RASPOLOVENIE TOˆKI Pk: ONO NESOWMESTIMO LIBO

S WOZRASTANIEM KRIWIZNY, LIBO S PREDSTAWLENIEM UˆASTKA KRIWOJ KAK FUNKCII NA

HORDE.
3. tOˆKA Pk NAHODITSQ WNUTRI ILI NA GRANICE LEWOGO POLUKRUGA #ij, T.E.

cj+ci cos ρj � 0, π/2 < ρj < π, sin ρj > 0. sLEDOWATELXNO (38),

cos ηi =
cj+ci cos ρj

dj
� 0, sin ηi =

ci sin ρj
dj

> 0 =⇒ ηi � π/2. (42)

pOSKOLXKU |βi|<π/2, CELEWOE NERAWENSTWO −ηi<−βi WYPOLNENO. oSOBENNOSTX “TOJ

SITUACII SOSTOIT W TOM, ˆTO ODNA IZ OGRANIˆIWA@]IH DUG BUDET BOLX[E 180◦. hOTQ

PRI “TOM EE NELXZQ BUDET RASSMATRIWATX KAK FUNKCI@ NA HORDE, SWO@ OGRANIˆIWA-
@]U@ ROLX ONA ISPOLNIT.

nERAWENSTWO W PERWOJ STROKE (39) DOKAZANO. iZ NEGO POLUˆAETSQ NERAWENSTWO

WTOROJ STROKI:

ηi>βi =⇒ ξj
(37)
= ηi − ρj >βi − ρj

(36)
= αj .

w SLUˆAE NEWOZRASTA@]EJ KRIWIZNY LEMMA DOKAZYWAETSQ ANALOGIˆNO. �

tEOREMA 5 (INTERPOLQCIONNOE SWOJSTWO SPIRALI). eSLI {Pj , j=1, n; τ1, τn} —
DISKRETNO-TOˆEˆNOE PREDSTAWLENIE PLOSKOJ SPIRALXNOJ KRIWOJ Γ, TO

Γ ⊆
j=n−1⋃
j=1

L(−ηj, ξj ; PjPj+1) . (43)

eSLI PRI “TOM DLQ POWOROTOW HORD WYPOLNENY USLOWIQ |ρj| � π/2 ILI BOLEE SLABYE

OGRANIˆENIQ

cj−1+cj cos ρj > 0 I cj+cj−1 cos ρj > 0, 1 � j � n, (44)

TO POSLEDOWATELXNOSTX RASˆETNYH KRIWIZN {qj, j=1, n} NASLEDUET HARAKTER MONO-
TONNOSTI KRIWIZNY ISHODNOJ KRIWOJ.
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dOKAZATELXSTWO. dLQ KRIWOJ, PREDSTAWLENNOJ n UZLAMI, n�3, UTWERVDENIE (39)
OHWATYWAET ZNAˆENIQ {ξ2, . . . , ξn−1} I {η1, . . . , ηn−2}. zNAˆENIQ ξ1 NA PERWOJ I ηn−1 NA

POSLEDNEJ HORDAH POLUˆA@TSQ IZ GRANIˆNYH USLOWIJ ILI FORMUL (38): ξ1=α1=−ρ1,
ηn−1=βn−1= ρn. —TO SOOTWETSTWUET NERAWENSTWAM (39) I DOPUSKAET MINIMALXNU@

KONFIGURACI@ (n=2) S EDINSTWENNOJ HORDOJ. tAKIM OBRAZOM, “TREHTOˆEˆNOE” UTWER-
VDENIE (39) MOVET BYTX RASPROSTRANENO NA WSE HORDY DANNOGO PREDSTAWLENIQ SPI-
RALXNOJ KRIWOJ I ZAPISANO W WIDE

↗ : −ηi � −βi � αi � ξi, ↘ : −ηi � −βi � αi � ξi, 1 � i � n−1, (45)

OTKUDA, SOGLASNO (7) I (27), SLEDUET PERWOE UTWERVDENIE TEOREMY:

↗ : Γi ⊆ L
(−βi, αi) ⊆ L
(−ηi, ξi),
↘ : Γi ⊆ L
(αi,−βi) ⊆ L
(ξi,−ηi),

1 � i � n−1. (46)

zDESX Γi — MNOVESTWO TOˆEK, PRINADLEVA]IH UˆASTKU KRIWOJ (ij).
oGRANIˆENIQ (44) OZNAˆA@T, ˆTO DLQ KAVDOJ HORDY (ij) SOSEDNIE UZLY i−1 I

k= j+1 RASPOLOVENY WNE KRUGA #ij . eSLI ONI WYPOLNENY, TO |ξj| < π/2 I |ηj | < π/2.
tOGDA IZ RAWENSTW sin ξj =−qjcj , sin ηj = qkcj (38) I NERAWENSTWA ξj � −ηj SLEDUET

qj � qk (W SLUˆAE UBYWANIQ ξj � −ηj I qj � qk), ˆTO SOSTAWLQET WTOROE UTWERVDENIE

TEOREMY. �
iZ NERAWENSTW (40) TAKVE POLUˆAEM, ˆTO PRI USLOWIQH (44) ISTINNAQ KRIWIZNA

W UZLE OGRANIˆENA “TREHTOˆEˆNYMI” KRIWIZNAMI W SOSEDNIH UZLAH. tAK, W SLUˆAE

NEUBYWA@]EJ KRIWIZNY qi � pj � qk. nA PRAKTIKE NESOBL@DENIE USLOWIJ (44)
SLEDUET OTNESTI K NEKORREKTNOJ (SLI[KOM REDKOJ) RASSTANOWKE TOˆEK.

oBOB]ENIE DLQ RAZBIENIJ S WYDELENNOJ WER[INOJ. pOLUˆIM OGRANIˆENIQ

DLQ NESPIRALXNYH KRIWYH, POTREBOWAW RAZBIENIQ KAVDOGO UˆASTKA MONOTONNOSTI

KAK MINIMUM NA DWE HORDY S OBQZATELXNYM NALIˆIEM UZLOW W WER[INAH KRIWOJ.
rASSMOTRIM FRAGMENT DISKRETNO-TOˆEˆNOGO PREDSTAWLENIQ KRIWOJ (1-2-3-4-5) S

UKAZANIEM NA NALIˆIE WER[INY-MINIMUMA W UZLE 3. dLQ UˆASTKOW UBYWA@]EJ

(1-2-3) I WOZRASTA@]EJ KRIWIZNY (3-4-5) NERAWENSTWA (39) PRINIMA@T WID

ξ2<α2<−β2< ?, −η3<−β3<α3< ¿.

iH LEWYE ˆASTI DA@T ISKOMYE OGRANIˆENIQ DLQ UGLOW α2 I β3. iZWLEKAQ OTS@DA

NERAWENSTWA −α3<η3 I β2<−ξ2, POLUˆAEM NEDOSTA@]IE OGRANIˆENIQ:

−β2
(36)
= −α3 − ρ3<η3 − ρ3, α3 = β2 − ρ3< − ξ2 − ρ3.

tEPERX K KAVDOMU IZ UˆASTKOW (2-3) I (3-4) MOVNO PRIMENITX TEOREMU 3:

↘↗ :
Γ2 ⊆ L
( α2,−β2) ⊆ L
( ξ2, η3−ρ3),
Γ3 ⊆ L
(−β3, α3) ⊆ L
(−η3,−ξ2−ρ3).

(47)

w SLUˆAE WER[INY-MAKSIMUMA ANALOGIˆNYE RASSUVDENIQ DA@T TO VE POSTROENIE:

↗↘ :
Γ2 ⊆ L
(−β2, α2) ⊆ L
( η3−ρ3, ξ2),
Γ3 ⊆ L
( α3,−β3) ⊆ L
(−ξ2−ρ3,−η3).
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nA RISUNKE IX “TO POSTROENIE WYPOLNENO DLQ WER[IN “LLIPSA, PREDSTAWLEN-
NOGO DESQTX@ TOˆKAMI. uZLY NA BOLX[OJ OSI — WER[INY-MAKSIMUMY. bOLX[IE

OTKLONENIQ U PQTOGO UZLA SWQZANY SO SLI[KOM REDKOJ RASSTANOWKOJ TOˆEK: DLINA

HORDY PREWY[AET “DIAMETR KRIWIZNY” W WER[INE, ˆTO W TERMINAH NORMIROWAN-
NOJ KRIWIZNY OZNAˆAET max |k(x)| 	 2. nA PRAKTIKE OBYˆNO SOBL@DAETSQ USLOWIE

|k(x)|$1.
iZ RISUNKA WIDNO, ˆTO NOWYE OGRANIˆIWA@]IE DUGI QWLQ@TSQ GLADKIMI DO-

POLNENIQMI K “TREHTOˆEˆNYM” DUGAM — PRIHODQ]EJ W WER[INU I ISHODQ]EJ IZ

NEE (POKAZANY PUNKTIROM). oPISANIQ SMEVNYH LINZ (47) POZWOLQ@T LEGKO W “TOM

UBEDITXSQ. pODˆERKNEM, ˆTO DANNOE POSTROENIE PREDPOLAGAET NE TOLXKO NALIˆIE

UZLA W WER[INE, NO I NALIˆIE PRIZNAKA ““TO — WER[INA” W PREDSTAWLENII KRIWOJ.

uSILENIE INTERPOLQCIONNOGO SWOJSTWA SPIRALI. w OBLASTI WER[INY ˆE-
TYRE OGRANIˆIWA@]IE DUGI OBRAZU@T PARU GLADKIH KRIWYH, ˆTO NA SPIRALXNYH

UˆASTKAH MOVET PROIZOJTI LI[X SLUˆAJNO. oSNOWYWAQSX NA GLADKOSTI ISHODNOJ

KRIWOJ, POPYTAEMSQ USILITX OGRANIˆENIQ (45),
kASATELXNAQ W j-TOM UZLE OPREDELQET UGLY βi I αj NA PRED[ESTWU@]EJ I ISHODQ-

]EJ HORDAH I OBESPEˆIWAET VESTKU@ SWQZX MEVDU NIMI: βi=αj+ρj (36). rASSMOTRIM

SLUˆAJ NEUBYWA@]EJ KRIWIZNY PRI SOBL@DENII USLOWIJ (44). nERAWENSTWA (45) PRE-
OBRAZU@TSQ SLEDU@]IM OBRAZOM:

−ξi � βi � ηi
−ηj � αj � ξj

=⇒
−ξi−ρj � βi−ρj � ηi−ρj
−ηj+ρj � αj+ρj � ξj+ρj

=⇒
−ξi−ρj � αj � ξj ,
−ηj+ρj � βi � ηi.

oTS@DA POLUˆA@TSQ OGRANIˆENIQ TIPA (34)

β ′i := max( −ξi, ρj−ηj) � βi � ηi =: β
′′
i ,

α′j := max(−ρj−ξi, −ηj) � αj � ξj =: α
′′
j ,

β ′j := max( −ξj, ρk−ηk) � βj � ηj =: β
′′
j

(POSLEDNEE POLUˆENO IZ PERWOGO PRIRA]ENIEM INDEKSOW). uBEDIMSQ W WYPOLNENII

USLOWIJ (34). nAPRIMER, DLQ SUMMY α′j+β
′′
j IMEEM

α′j+β
′′
j = max(−ηj,−ρj−ξi) + ηj = max(0, . . .) � 0.

oGRANIˆENIQ KRIWIZNY DA@T NERAWENSTWA (40):

sinβ ′i
ci
� sinβi

ci
� pj �

− sinαj
cj

�
− sinα′j

cj
, =⇒

sinβ ′i
ci
� pj, pk �

− sinα′k
ck

.

pOLUˆAEM GRANICY WOZMOVNYH ZNAˆENIJ NORMIROWANNOJ KRIWIZNY NA j-TOJ HORDE:

k′1= −∞, k′j, j>1 =
cj sinβ

′
i

ci
; k′′j, j<n−1 =

−cj sinα
′
k

ck
, k′′n−1= +∞ .

tEOREMA 4 DAET GRANICY UˆASTKA KRIWOJ

B1(x;α
′
j, β

′′
j , k

′
j) � fj(x) � B2(x;α′′j , β ′j, k′′j ). (48)

sOOTWETSTWU@]EE POSTROENIE IZOBRAVENO NA RISUNKE X. pUNKTIROM POKAZANA SO-
WOKUPNOSTX LINZ (43).
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pRI PRIBLIZITELXNO RAWNOMERNOJ RASSTANOWKE TOˆEK NA KRIWOJ “FFEKT USILENIQ

NEWELIK, I DLQ PRAKTIˆESKIH CELEJ MY PREDLAGAEM BOLEE PROSTOJ WARIANT (43).
uSILENIE (48) MY RASSMATRIWAEM KAK [AG K POSTROENI@ TOˆNOJ GRANICY (KAKOWOJ

ONO, WOZMOVNO, I QWLQETSQ).

6. kRIWYE S EDINSTWENNOJ WER[INOJ

tREBOWANIE MONOTONNOSTI KRIWIZNY NAKLADYWAET DOWOLXNO VESTKIE RAMKI NA

GRANIˆNYE USLOWIQ KRIWOJ, ZADANNOJ NA HORDE. s DRUGOJ STORONY, DOPUSKAQ NA

KRIWOJ DWE I BOLEE WER[IN, MOVNO UDOWLETWORITX L@BYE GRANIˆNYE USLOWIQ. rAS-
SMOTRIM PROMEVUTOˆNYJ SLUˆAJ S ODNOKRATNOJ SMENOJ HARAKTERA MONOTONNOSTI W

INTERWALE (−1, 1) 7.

tEOREMA 6. eSLI KRIWAQ PRINADLEVIT K ODNOMU IZ KLASSOW V±(α, β, k1, k2), TO

V+ :
k1 < − sinα PRI ω � 0,
k2 < sinβ PRI ω � 0; V− :

k2 > sinβ PRI ω � 0,
k1 > − sinα PRI ω � 0. (49)

z

x

 1
S

11

A

B

T

A1

rIS. 9.

dOKAZATELXSTWO. pUSTX y=f(x)∈V+(α, β, k1, k2), I

ω� 0, dOKAVEM NEWOZMOVNOSTX SU]ESTWOWANIQ TAKOJ

KRIWOJ PRI k1 � − sinα (RIS. 9).
nERAWENSTWO k1�− sinα OZNAˆALO BY, ˆTO OTREZOK AT

PRQMOJ t1(x) — LEWOJ KASATELXNOJ K GRAFIKU z(x) —
NAHODITSQ NE NIVE OTREZKA AA1: t1(x)�z1(x).

wER[INA RAZDELQET KRIWU@ NA DWA UˆASTKA MONO-
TONNOSTI k(x) I POROVDAET TOˆKU PEREGIBA S GRAFIKA

z(x) (ILI “LINI@ PEREGIBA”, ESLI WER[INA PROTQVEN-
NAQ). nA UˆASTKE AS k(x)= z′(x) WOZRASTAET, I WYPUKLYJ WNIZ GRAFIK UHODIT

WWERH OT KASATELXNOJ AT . sLEDOWATELXNO, z(x)� t1(x) � z1(x) NA OTREZKE [−1, xS].
wY[E OTREZKA AA1 LEVIT I TOˆKA PEREGIBA S. nA UˆASTKE SB KRIWIZNA UBYWA-
ET, GRAFIK z(x) IMEET WYPUKLOSTX WWERH I LEVIT WY[E HORDY SB. eSLI ω� 0, TO

sinβ�− sinα, I TOˆKA B NAHODITSQ NE NIVE TOˆKI A1. zNAˆIT, WSQ HORDA SB WMESTE

S SOOTWETSTWU@]IM UˆASTKOM GRAFIKA LEVIT WY[E AA1, I NERAWENSTWO z(x)� z1(x)
WYPOLNENO NA WSEM OTREZKE [−1, 1]. sLEDOWATELXNO, Y(z)>Y(z1)= 0, I POSTROENIE

FUNKCII y=f(x) NEWOZMOVNO.
tEM SAMYM DOKAZANA “ˆETWERTX TEOREMY”. pUSTX, PO-PREVNEMU, KRIWAQ y=f(x)

PRINADLEVIT K KLASSU V+(α, β, k1, k2), NO ω� 0. tOGDA y1=f(−x)∈V+(α′, β ′, k′1, k
′
2),

GDE α′=−β, β ′=−α, k′1=k2, k′2=k1 I ω′=−ω � 0. pO DOKAZANNOMU SU]ESTWOWA-
NIE TAKOJ KRIWOJ WOZMOVNO LI[X PRI k′1<− sinα

′, T.E. PRI k2< sinβ. dLQ KLASSA

V+ UTWERVDENIE TEOREMY DOKAZANO POLNOSTX@. nERAWENSTWA DLQ KRIWYH y=f(x) S

7uTWERVDENIQ DLQ “TOGO KLASSA KRIWYH RASPROSTRANQ@TSQ, PO-WIDIMOMU, I NA KRIWYE TIPA

y= |x|−1, U KOTORYH IZLOM MOVNO RASSMATRIWATX KAK WER[INU BESKONEˆNOJ KRIWIZNY. pRIMER GLAD-
KOJ KRIWOJ S WER[INOJ BESKONEˆNOJ KRIWIZNY DAET FUNKCIQ y=

√
|x|3−1∈V+ .
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WER[INOJ-MINIMUMOM POLUˆA@TSQ UMNOVENIEM FUNKCII NA −1, ˆTO PEREWODIT EE

IZ KLASSA V−(α, β, k1, k2) W UVE ISSLEDOWANNYJ KLASS V+(−α,−β,−k1,−k2). �

rIS. 10.

 

 

C
+

k2

k1

 

 C
0

k2

k1

 

 
C

–

k2

k1

rIS. 10 ILL@STRIRUET OBLASTI (49). oNI OGRANIˆENY ASIMPTOTAMI GIPERBO-
LY (19) I NE WKL@ˆA@T GRANICU. oBLASTI V+ POKAZANY WERTIKALXNOJ [TRIHOWKOJ,
V− — GORIZONTALXNOJ. pRI ω> 0 I ω < 0 (LEWYJ I PRAWYJ FRAGMENTY) “TO PO-
LUPLOSKOSTI, CELIKOM WKL@ˆA@]IE OBLASTX MONOTONNOSTI. nA SREDNEM FRAGMENTE

(ω=0) OBLASTI M± ISˆEZA@T; POQWLQETSQ TOˆKA, W KOTOROJ WOZMOVNO POSTOQNSTWO

KRIWIZNY. oBLASTI V± PRI “TOM OGRANIˆENY I PO k1, I PO k2
8.

tEOREMA 7. wER[INA KRIWOJ y=f(x)∈V±(α, β), LEVIT STROGO NIVE (W SLUˆAE V+)
ILI STROGO WY[E (W SLUˆAE V−) BISSEKTRISY LINZY L(α,−β) — DUGI A(x; γ).

k

x

z

x

-1 1

A

B

S

y x

V

rIS. 11.

dOKAZATELXSTWO. pUSTX TOˆKA V (x1, y1) — WER[INA

KRIWOJ y= f(x)∈V+(α, β). nAKLON KASATELXNOJ W WER-
[INE RAWEN τ (x1)= τ1. pOSTROIM HORDY, SOEDINQ@]IE

WER[INU S KONCAMI OTREZKA [−1, 1] (RIS. 11). kRIWIZNA

WOZRASTAET NA PERWOJ HORDE S UGLOM NAKLONA µ1 I UBYWA-
ET NA WTOROJ HORDE S UGLOM NAKLONA µ2. pOWOROT HORDY

W WER[INE RAWEN µ2−µ1= ρ.
wER[INE SOOTWETSTWUET TOˆKA PEREGIBA S(x1, z1) GRA-

FIKA z(x), z1= sin τ1. rASSMATRIWAQ PRQMYE AS I SB KAK

FUNKCII l1(x) I l2(x) I UˆITYWAQ HARAKTER WYPUKLOSTI

z(x), POLUˆAEM

y1
(4)
=

x1∫
−1

z(u)√
1−z(u)2

du <

x1∫
−1

l1(u)√
1−l1(u)2

du = (1+x1) tg
α+τ1
2

,

=⇒
y1

1+x1
= tgµ1 < tg

α+τ1
2

,

T.E. τ1 > 2µ1−α. aNALOGIˆNO NA UˆASTKE SB POLUˆIM τ1 < 2µ2−β, IZ ˆEGO SLEDUET

2µ1−α < τ1 < 2µ2−β =⇒ ρ >
β−α

2
= −γ.

8dOKAZATELXSTWO DOSTATOˆNOSTI USLOWIJ (49) DLQ POSTROENIQ KRIWOJ KLASSA V± MY OPUSKAEM.
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gEOMETRIˆESKOE MESTO TOˆEK, DLQ KOTORYH ρ=−γ, ESTX DUGA A(x; γ), A USLOWIE

ρ>−γ UDOWLETWORQETSQ DLQ WSEH TOˆEK, LEVA]IH NIVE “TOJ DUGI. �

iZ NERAWENSTW (9) I (49) SLEDUET INTERESNYJ WYWOD, KASA@]IJSQ NEKOTORYH

METODOW INTERPOLQCII KRIWYH. dLQ OCENKI UGLOW NAKLONA KASATELXNYH I KRI-
WIZN W j-TOM UZLE DISKRETNO ZADANNOJ KRIWOJ INOGDA ISPOLXZU@TSQ PARAMETRY

OKRUVNOSTI, PROHODQ]EJ ˆEREZ UZLY j−1, j I j+1. tOGDA GRANIˆNYE UGLY α, β I

NORMIROWANNYE KRIWÍZNY k1, k2 INTERPOLIRU@]EJ KRIWOJ NA UˆASTKE (jk) RAWNY

α= ξj, β = ηj, k1=− sinα= qjcj, k2= sinβ = qj+1cj. (50)

wER[INY — QWLENIE DOSTATOˆNO REDKOE, I BOLX[INSTWO HORD ISHODNOJ KRIWOJ

ZAKL@ˆA@T UˆASTKI S MONOTONNOJ KRIWIZNOJ. nO — PRI GRANIˆNYH USLOWIQH (50)
NEWOZMOVNO POSTROENIE NI KRIWOJ KLASSA M, NI KRIWOJ KLASSA V ; U INTERPOLIRU-
@]EJ KRIWOJ NEIZBEVNO POQWLENIE DWUH WER[IN NA KAVDOJ HORDE.

7. oBSUVDENIE I WYWODY

oSNOWNYE CELI DANNOJ RABOTY — SAMA POSTANOWKA ZADAˆI, PRIWLEˆENIE WNIMA-
NIQ K EE INVENERNYM ASPEKTAM I OBOSNOWANIE ZAQWLENNOGO WO WWEDENII GEOMETRI-
ˆESKOGO PODHODA K EE RE[ENI@. —TOT PODHOD APELLIRUET K HARAKTERU NATURALXNOGO

URAWNENIQ KRIWOJ. oCENKA TOˆNOSTI PREDSTAWLENIQ KRIWOJ NE SWQZYWAETSQ S KAKIM-
LIBO KONKRETNYM ALGORITMOM, ˆTO DAET SPOSOB TESTIROWANIQ SAMIH ALGORITMOW

INTERPOLQCII.
˜TO KASAETSQ KONKRETNYH RE[ENIJ ZADAˆI, TO W “TOM SMYSLE MY NE SˆITAEM IS-

SLEDOWANIE ZAWER[ENNYM. pOLNOSTX@ SFORMULIROWANY DWA WOZMOVNYH RE[ENIQ —
(43) I (47). pRI “TOM W SLUˆAE PROIZWOLXNOJ GLADKOJ KRIWOJ TREBUETSQ EE RAZBIENIE

NA SPIRALXNYE UˆASTKI S ZADANIEM W NIH GRANIˆNYH USLOWIJ. oSLABLENIE “TOGO

TREBOWANIQ MOVET WYGLQDETX KAK:

• OBQZATELXNOE NALIˆIE I MARKIROWKA UZLOW W WER[INAH KRIWOJ BEZ ZADANIQ W

NIH GRANIˆNYH USLOWIJ (47);
• NALIˆIE NA KAVDOM UˆASTKE MONOTONNOSTI KRIWIZNY N � 3 UZLOW BEZ OBQZA-

TELXNOGO UZLA W WER[INE;
• SNIVENIE MINIMALXNOGO ZNAˆENIQ N DO 2, ˆTO OSLOVNIT IDENTIFIKACI@

UˆASTKOW KRIWOJ W PLANE IH PRINADLEVNOSTI K KLASSAM M ILI V , NO, WIDIMO,
OSTAWIT WOZMOVNOSTX POLUˆENIQ “FFEKTIWNYH OCENOK.

nESOBL@DENIE USLOWIJ POSLEDNEGO WARIANTA OZNAˆAET NEKORREKTNOE ZADANIE KRIWOJ.

sPECIALISTY W OBLASTI KOMPX@TERNOJ GRAFIKI OˆENX CENQT AFFINNO INWARI-
ANTNYE ALGORITMY INTERPOLQCII, W SWQZI S ˆEM W OBSUVDENIQH “TOJ STATXI NEREDKO

ZWUˆAL WOPROS: QWLQETSQ LI PREDLOVENNAQ METODIKA AFFINNO INWARIANTNOJ ? oT-
WET “NET, NE QWLQETSQ” NE DOSTATOˆEN. bOLEE SU]ESTWENNO TO, ˆTO “TOT WOPROS

NAM NEINTERESEN : DLQ RASSMATRIWAEMYH ZADAˆ, PRIWQZANNYH K INVENERII I BYTU

OBYˆNOGO “WKLIDOWA PROSTRANSTWA, WSE, WYHODQ]EE ZA RAMKI POWOROTA, PERENOSA I
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GOMOTETII QWLQETSQ ISKAVENIEM. nAIBOLEE WESKIM DOWODOM MOVET SLUVITX POEZD-
KA NA WELOSIPEDE, KOLESO KOTOROGO PODWERGLOSX AFFINNO-UDARNOMU PREOBRAZOWANI@.
pRI “TOM ONO PRIOBRELO KAK MINIMUM 4 WER[INY [5, STR. 191].

oBSUDIM W ZAKL@ˆENIE NEKOTORYE PROIZWODSTWENNYE ASPEKTY PROBLEMY. nEDO-
STATKOM PREDLOVENNOJ METODIKI QWLQETSQ VESTKAQ DISCIPLINA OPISANIQ KRIWOJ.
oDNAKO, PO MNENI@ AWTORA, OSNOWANNOMU NA REALXNOJ PRAKTIKE DOPUSKOWOGO KONTRO-
LQ, “TOT NEDOSTATOK KOMPENSIRUETSQ SILXNYM I POLEZNYM KAˆESTWOM — WOZMOVNO-
STX@ POLUˆENIQ OCENOK (1). oNI QWLQ@TSQ NEIZBEVNYMI SOSTAWLQ@]IMI POGRE[-
NOSTI IZMERENIQ OTKLONENIJ REALXNOGO PROFILQ OT NOMINALXNOGO I TEM SAMYM

OTRAVA@T KORREKTNOSTX DANNOGO PREDSTAWLENIQ KRIWOJ.
sTANDARTIZACIQ PREDLOVENNOJ METODIKI DALA BY UˆASTNIKAM PROIZWODSTWA KRI-

TERII DLQ RAZRE[ENIQ SPORNYH SITUACIJ I POISKA WYZWAW[IH IH PRIˆIN. pOKA

RASSMATRIWAEMAQ PROBLEMA OSTAETSQ BELYM PQTNOM W TEHNOLOGII MA[INOSTROENIQ.

∗ ∗ ∗

bLAGODARNOSTI. zAROVDENI@ IZLOVENNYH ZDESX IDEJ SPOSOBSTWOWALI RABOTY

PO OKRUVNOSTNOJ INTERPOLQCII w.a. lEUSA (iNSTITUT MATEMATIKI sIBIRSKOGO OT-
DELENIQ ran). w POISKAH FORMULIROWOK I DOKAZATELXSTW AWTOR OBRATILSQ K TEORII

WYPUKLYH MNOVESTW. pOˆTI WSE PUTEWODNYE KNIGI OKAZALISX NAPISANNYMI, PEREWE-
DENNYMI, LIBO OTREDAKTIROWANYMI w.a. zALGALLEROM (mATEMATIˆESKIJ INSTITUT

IM. sTEKLOWA, sANKT-pETERBURG), LIˆNOE ZNAKOMSTWO I PEREPISKA S KOTORYM WDOH-
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