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wWODITSQ INWERSNYJ INWARIANT, BLIZKIJ PO SODERVANI@ K PONQTI@ INWERSNOGO RASSTO-

QNIQ MEVDU DWUMQ NEPERESEKA@]IMISQ OKRUVNOSTQMI. w OTLIˆIE OT INWERSNOGO RASSTOQ-
NIQ, ON OPREDELQETSQ DLQ L@BOJ PARY PRQMYH I OKRUVNOSTEJ I UˆITYWAET IH ORIENTACI@.

w KAˆESTWE PRILOVENIJ INWARIANTA RASSMATRIWA@TSQ ZADAˆI O SOPRQVENII OKRUVNOSTEJ,
ISSLEDU@TSQ SWOJSTWA PLOSKIH KRIWYH, SWQZANNYE S HARAKTEROM MONOTONNOSTI KRIWIZNY.

Abstract

Kurnosenko A.I. Inversive Invariant of a Pair of Circles: IHEP Preprint 99–59. – Protvino,
1999. – p. 16, figs. 7, refs.: 10.

An inversive invariant of two oriented circles is introduced. Being close to Coxeter’s inver-

sive distance between two non-intersecting circles, it is defined for any pair of oriented cir-
cles (straight lines). To demonstrate its effectiveness two topics are discussed: the problem

of C1-conjunction of circles and the properties of plane curves with monotonous curvature.
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k WWODIMOMU ZDESX INWARIANTU PARY OKRUVNOSTEJ AWTORA PRIWELI RAZLIˆ-
NYE ZADAˆI S PLOSKIMI KRIWYMI. tAK, S EGO ISPOLXZOWANIEM, HOTQ I BEZ QWNOGO

OPREDELENIQ, W STATXE [1] SFORMULIROWANY USLOWIQ, SOPROWOVDA@]IE MONOTONNOSTX

KRIWIZNY PLOSKOJ KRIWOJ. bLIZKOJ PO SODERVANI@ WELIˆINOJ QWLQETSQ INWERSNOE

RASSTOQNIE δ, OPREDELQEMOE DLQ PARY NEPERESEKA@]IHSQ OKRUVNOSTEJ [2,3]. eSLI

a I b — IH RADIUSY, c — MEVCENTROWOE RASSTOQNIE, I IH MOVNO INWERTIROWATX W

PARU KONCENTRIˆNYH OKRUVNOSTEJ RADIUSOW r1 I r2, LIBO W PRQMU@ I OKRUVNOSTX

RADIUSA r0 S CENTROM NA RASSTOQNII d OT PRQMOJ, TO

δ = Arch

∣∣∣∣∣a
2+b2−c2

2ab

∣∣∣∣∣ = ln
max(r1, r2)

min(r1, r2)
= ln

d

r0
. (1)

pO-WIDIMOMU, WPERWYE INWERSNOE RASSTOQNIE BYLO WWEDENO g.s.m. kOKSETEROM

W [3]: “The object of this note is to encourage use of Æinversive distanceŒ, which is a
number determined by two non-intersecting circles in such a way as to be additive (like
ordinary distance) for three circles belonging to a (non-intersecting) pencil, and invariant
under the group generated by inversions.”

mOTIWACIQ DANNOJ STATXI BLIZKA K PROCITIROWANNYM NAMERENIQM PROF. kOKSE-
TERA — “ to encourage use of . . . ”. iNWERSNYJ INWARIANT W PREDLAGAEMOJ ZDESX WERSII

OPREDELQETSQ DLQ L@BOJ PARY PRQMYH I OKRUVNOSTEJ I UˆITYWAET IH ORIENTACI@.
—FFEKTIWNOSTX EGO PRIMENENIQ MY PRODEMONSTRIRUEM NA NESKOLXKIH PRIMERAH.

oSNOWNYE OPREDELENIQ. pOD OKRUVNOSTX@ Ki NA KANONIˆESKI ORIENTIROWAN-
NOJ PLOSKOSTI BUDEM PONIMATX ORIENTIROWANNU@ KRIWU@ POSTOQNNOJ KRIWIZNY I

OPREDELQTX EE ˆETWERKOJ PARAMETROW — KOORDINATAMI NAˆALXNOJ TOˆKI Pi=(xi, yi),
NAPRAWLENIEM τi KASATELXNOJ W “TOJ TOˆKE I KRIWIZNOJ ki:

Ki=K(xi, yi, τi, ki).

fORMULY DLQ OPISANIQ INWERSII, SOPRQVENIQ DUG I T.P. WOSPRIMUT SLUˆAJ k=0 KAK

ORDINARNYJ (I NE POTREBU@T DAVE PREDELXNOGO PEREHODA), ESLI OT TRADICIONNYH
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URAWNENIJ OKRUVNOSTI PEREJTI K NEQWNOMU URAWNENI@ LINII POSTOQNNOJ KRIWIZNY

C(x, y;K1) := k1
[
(x−x1)2+(y−y1)2)

]
+ 2(x−x1) sin τ1 − 2(y−y1) cos τ1 = 0. (2)

uRAWNENIE A(x2+y2)+2Bx+2Cy+D=0 PRIWODITSQ K WIDU (2) NORMIROWKOJ (DELE-
NIEM) NA ±

√
B2+C2−AD. pOLAGAQ K=K(0, 0, 0◦, k), POLUˆAEM “KANONIˆESKOE URAW-

NENIE LINII POSTOQNNOJ KRIWIZNY” I EGO QWNOE PREDSTAWLENIE W OKRESTNOSTI NAˆALA

KOORDINAT:

k(x2+y2)− 2y = 0, y(x) =
k x2

1+
√

1−k2 x2
. (3)

wEKTOR ui= ‖Ui, Vi‖,
Ui = kixi − sin τi, Vi = kiyi + cos τi, (4)

NE ZAWISIT OT PROIZWOLA W WYBORE NAˆALXNOJ TOˆKI NA KRIWOJ (2): PRI k=0 “TO ORT

NORMALI K PRQMOJ, W PROTIWNOM SLUˆAE u/k ESTX RADIUS-WEKTOR CENTRA OKRUVNOSTI.
wO WSEH TOˆKAH PLOSKOSTI WYPOLNQETSQ NERAWENSTWO

(k1x−U1)2 + (k1y−V1)2 ≡ k1C(x, y;K1) + 1� 0, (5)

W KOTOROM RAWENSTWO DOSTIGAETSQ TOLXKO W CENTRE OKRUVNOSTI.
rASSTOQNIE D OT PROIZWOLXNOJ TOˆKI P =(x, y) DO OKRUVNOSTI K1 RAWNO

D(P ;K1) =
C(P ;K1)

1 +
√

1+k1C(P ;K1) .
(6)

zNAK WELIˆIN D I C OTRAVAET RASPOLOVENIE TOˆKI SLEWA (C < 0) ILI SPRAWA

(C > 0) OT OKRUVNOSTI. w OTLIˆIE OT PONQTIJ “WNUTRENNOSTX” I “WNE[NOSTX” KRUGA,
PONQTIQ “SLEWA” I “SPRAWA” BOLEE PODHODQT DLQ ZADAˆ ORIENTIROWANNOJ GEOMETRII,
W ˆASTNOSTI, MODELIROWANIQ TWERDYH TEL. tAK, ESLI KRIWAQ r(s)= ‖x(s), y(s)‖ QWLQ-
ETSQ KONTUROM PLOSKOJ DETALI, I NAPRAWLENIE OBHODA KONTURA ZAFIKSIROWANO TAK,
ˆTOBY WEKTOR NORMALI ‖−y′s, x′s‖ SOWPAL S WEKTOROM DAWLENIQ (PALXCEM) NA DETALX, TO

PONQTIQ “SLEWA–SPRAWA” STANUT SINONIMAMI PONQTIJ “MATERIAL–WOZDUH” (RIS. 1).

rIS. 1.

N

N

pOLOVITELXNAQ I OTRICATELXNAQ KRIWIZNA BUDUT SOOTWETSTWOWATX UˆASTKAM TIPA

“WAL–OTWERSTIE”, RAWNO KAK SLUˆAJ k=0 — NEPRIMENIMOSTI “TIH PONQTIJ. iTAK,
OPREDELIM OBLASTX MATERIALA:

Mat(K) := {(x, y) : C(x, y;K)� 0}. (7)
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—TO OPREDELENIE ZAMENIT KONSTRUKCI@ “WNUTRENNOSTX KRUGA, ESLI k > 0, OBLASTX

SLEWA OT PRQMOJ, ESLI k=0, ILI WNE[NOSTX KRUGA, ESLI k < 0”.
dLQ OKRUVNOSTI Ki OPREDELIM REWERSNU@ OKRUVNOSTX K∗i =K(xi, yi, τi+π,−ki),

IME@]U@ TU VE GRANICU, NO PROTIWOPOLOVNU@ KRIWIZNU. “oBLASTX WOZDUHA”
OKRUVNOSTI Ki ESTX OBLASTX MATERIALA Mat(K∗i ) REWERSNOJ OKRUVNOSTI.

nA RIS. 2 POKAZANY SPIRALX kORN@ S WOZRASTA@]EJ KRIWIZNOJ I POROVDAEMOE

E@ SEMEJSTWO ORIENTIROWANNYH KRUGOW KRIWIZNY K(s). nABL@DAEMAQ WLOVENNOSTX

MNOVESTW W TERMINAH (7) OPISYWAETSQ SLEDU@]IM OBRAZOM (TEOREMA 2):

s2>s1 =⇒ Mat(K(s2)) ⊂ Mat(K(s1)).

rIS. 2.

rADIKALXNAQ OSX PARY OKRUVNOSTEJ OPREDELQETSQ W [2] KAK GEOMETRIˆESKOE MESTO

TOˆEK, STEPENX KOTORYH OTNOSITELXNO OBEIH DANNYH OKRUVNOSTEJ ODINAKOWA. nAPO-
MNIM, ˆTO STEPENX@ TOˆKI P OTNOSITELXNO OKRUVNOSTI K RADIUSA R S CENTROM W

TOˆKE O NAZYWAETSQ WELIˆINA |OP |2−R2. lEGKO UBEDITXSQ, ˆTO ONA RAWNA C(P ;K)/k.
rADIKALXNU@ OSX MOVNO TAKVE OPREDELITX KAK PRQMU@, PROHODQ]U@ ˆEREZ OB]IE

TOˆKI OBEIH OKRUVNOSTEJ. dAVE ESLI OB]IE TOˆKI MNIMYE, SODERVA]AQ IH PRQMAQ

I LEVA]AQ NA NEJ SREDNQQ TOˆKA DEJSTWITELXNY. nEQWNOE URAWNENIE OSI IMEET WID

k1C(x, y;K2)− k2C(x, y;K1) = 0. (8)

oNA PERESEKAETSQ S OB]IM PERPENDIKULQROM PARY W TOˆKE

‖x̂, ŷ‖ =
k1u1+k2u2 − (k1u2+k2u1)(1−2Q)

H2
.

zDESX H2 I Q — INWARIANTY, K OPREDELENI@ KOTORYH MY I PEREHODIM.

iNWARIANTY PARY OKRUVNOSTEJ. dLQ PARY OKRUVNOSTEJ K1, K2 WWEDEM OBOZNA-
ˆENIQ ‖∆x,∆y‖=‖x2−x1, y2−y1‖ I OPREDELIM WELIˆINY

F = k1k2∆x + k2 sin τ1 − k1 sin τ2 = k1U2 − k2U1 ,
G = k1k2∆y − k2 cos τ1 + k1 cos τ2 = k1V2 − k2V1 ,

H2 = F 2 + G2 .
(9)

pRI k1,2 =0 WEKTOR ‖F,G‖ KOLLINEAREN WEKTORU d, SOEDINQ@]EMU CENTRY OKRUV-
NOSTEJ:

‖F,G‖= k1k2 · ‖u2/k2−u1/k1‖ = k1k2d =⇒ H2= |k1k2d|2.
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eSLI, NAPRIMER, k1=0, TO WEKTOR ‖F,G‖ PERPENDIKULQREN PRQMOJ K1:
‖F,G‖= k2·‖ sin τ1, − cos τ1‖ =⇒ H2= k22 .

tAKIM OBRAZOM, ESLI H2 =0, TO SU]ESTWUET (I EDINSTWENEN) OB]IJ PERPENDIKULQR

K DWUM OKRUVNOSTQM, I WEKTOR ‖F,G‖ OPREDELQET EGO NAPRAWLENIE. wELIˆINA H2

NE ZAWISIT OT WYBORA SISTEMY KOORDINAT I QWLQETSQ INWARIANTOM DANNOJ PARY

OKRUVNOSTEJ OTNOSITELXNO POWOROTA I PERENOSA. nAKONEC, WWEDEM INWARIANT

Q(K1,K2) =
k1k2
4

(∆x2+∆y2) +

k2

2
(∆x sin τ1−∆y cos τ1)−

k1

2
(∆x sin τ2−∆y cos τ2)+ sin2

τ2−τ1
2

.
(10)

pODSTANOWKAMI (9) PROWERQETSQ SOOTNO[ENIE

H2 = 4k1k2Q + (k2 − k1)
2 . (11)

nEZAWISIMOSTX Q OT WYBORA NAˆALXNYH TOˆEK I SISTEMY KOORDINAT PRI k1= k2=0
OˆEWIDNA IZ OPREDELENIQ [τ1,2(s)= const1,2], PRI k1k2 =0 ONA SLEDUET IZ (11); W SI-
TUACII k1=0, k2 =0 POLUˆIM 2Q=1+2k2D, GDE D — RASSTOQNIE (6) OT CENTRA

OKRUVNOSTI K2 DO PRQMOJ K1. dLQ Q(Ki,Kj) I DRUGIH FUNKCIJ PARY OKRUVNO-
STEJ BUDEM ISPOLXZOWATX OBOZNAˆENIQ TIPA Qij ILI PROSTO Q, ESLI PARA ZARANEE

OGOWORENA.
pARU, DLQ KOTOROJ H2=0, NAZOWEM WYROVDENNOJ. —TO LIBO PARA PRQMYH, LIBO

PARA KONCENTRIˆNYH OKRUVNOSTEJ.
rE[AQ SISTEMU DWUH URAWNENIJ TIPA (2) W POISKAH TOˆEK PERESEˆENIQ NEWYRO-

VDENNOJ PARY OKRUVNOSTEJ, MY POLUˆIM, ˆTO IH KOORDINATY WYRAVA@TSQ ˆEREZ√
Q(1−Q), T.E. OKRUVNOSTI MOGUT IMETX OB]U@ TOˆKU TOLXKO PRI 0�Q� 1. wYBE-

REM EE W KAˆESTWE NAˆALXNOJ DLQ OBEIH OKRUVNOSTEJ. tOGDA RAZNOSTX τ2−τ1 RAWNA

∆τ12 — UGLU MEVDU KASATELXNYMI W OB]EJ TOˆKE, ∆x=∆y=0, I

Q12 = Q21 = sin2(∆τ12/2), 1−2Q = cos∆τ12. (12)

—TI SOOTNO[ENIQ PROQSNQ@T GEOMETRIˆESKIJ SMYSL WWEDENNOGO INWARIANTA. oNI

SPRAWEDLIWY I W TOM SLUˆAE, KOGDA OKRUVNOSTI NE IME@T DEJSTWITELXNYH OB]IH

TOˆEK (UGOL PERESEˆENIQ ˆISTO MNIMYJ, ∆τ12= iδ (1), cos∆τ12<−1 ILI cos∆τ12> 1).
iZ SOHRANENIQ UGLOW PRI INWERSII SLEDUET, ˆTO INWARIANT Q SOHRANQETSQ TAKVE

PRI INWERSII PARY K1,K2 OTNOSITELXNO PROIZWOLXNOJ TRETXEJ OKRUVNOSTI K0.
—TO DAET OSNOWANIQ NAZWATX Q INWERSNYM INWARIANTOM PARY ORIENTIROWANNYH

OKRUVNOSTEJ.
pOD KASANIEM KRIWYH BUDEM PONIMATX SOHRANENIE NAPRAWLENIQ KASATELXNOJ W

OB]EJ TOˆKE. w “TOM SMYSLE PARY OKRUVNOSTEJ NA POSLEDNEM FRAGMENTE RIS. 1
NE KASA@TSQ. —TU SITUACI@ NAZOWEM “ANTIKASANIEM”. tAKIM OBRAZOM, Q=0, ESLI

OKRUVNOSTI KASA@TSQ (∆τ12=0); OKRUVNOSTI PERESEKA@TSQ, ESLI 0<Q< 1; SLUˆAJ

Q=1 SOOTWETSTWUET ANTIKASANI@ (∆τ12=±π). dLQ PARY PRQMYH WSEGDA 0�Q� 1,
PREDELXNYE ZNAˆENIQ SOOTWETSTWU@T PARALLELXNOSTI I ANTIPARALLELXNOSTI.

w OSTALXNYH SLUˆAQH OB]IH TOˆEK NET, I WZAIMNOE RASPOLOVENIE OKRUVNOSTEJ

MOVNO OPISATX SLEDU@]IM OBRAZOM: ESLI Q< 0, TO PRI SBLIVENII OKRUVNOSTEJ IH
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PERESEˆENI@ BUDET PRED[ESTWOWATX KASANIE, ESLI VE Q> 1 — ANTIKASANIE.
lEGKO UBEDITXSQ W SPRAWEDLIWOSTI RAWENSTW

Q(K1,K2) = 1−Q(K1,K∗2) = 1−Q(K∗1,K2) = Q(K∗1,K∗2).

iNWERSIQ. pUSTX TOˆKA P1= (x1, y1) I OKRUVNOSTX K1 PRI INWERSII OTNOSITELX-
NO OKRUVNOSTI K0 PREOBRAZU@TSQ W TOˆKU P2=(x2, y2) I OKRUVNOSTX K2. oBYˆNO

INWERSIQ OPREDELQETSQ RAWENSTWOM |OP1|·|OP2|=R2, GDE O I R — CENTR I RADIUS

OKRUVNOSTI INWERSII (I USLOWIEM RASPOLOVENIQ TOˆKI I EE OBRAZA NA ODNOM RADI-
ALXNOM LUˆE). pODSTANOWKA R2=1/k20 , |OPi|=

√
1+k0Ci/|k0|, GDE Ci=C(Pi;K0), DAET

SOOTNO[ENIE

C1 + C2 = −k0C1C2,

WKL@ˆA@]EE I SLUˆAJ k0=0. pREOBRAZOWANIE (x1, y1, τ1) → (x2, y2, τ2) MOVET BYTX

ZAPISANO W WIDE

‖x2, y2‖ =
‖x1, y1‖+ C1‖U0, V0‖

1+k0C1
, τ2 = −τ1 − 2arctg

k0x1−U0
k0y1−V0

, (13)

DA@]EM PRI k0=0 SIMMETRIˆNOE OTRAVENIE.
pUSTX Γ1:=(x1(s), y1(s)) — GLADKAQ KRIWAQ S NATURALXNYM URAWNENIEM k1(s). oNA

POROVDAET SEMEJSTWO KRUGOW KRIWIZNY K(s)=K(x1(s), y1(s), τ1(s), k1(s) ) (RIS. 2).
oPREDELIM NA Γ1 FUNKCII OTNOSITELXNO PROIZWOLXNOJ OKRUVNOSTI K0:

C(s)=C(x1(s), y1(s);K0) I Q(s)=Q(K(s),K0). (14)

pRI INWERSII (13) KRIWAQ Γ1 PREOBRAZUETSQ W KRIWU@ Γ2 := (x2(s), y2(s)), DLQ

KOTOROJ s UVE NE BUDET NATURALXNYM PARAMETROM (KROME ˆASTNOGO SLUˆAQ k0=0).
dLQ EE DIFFERENCIALA DUGI dσ I FUNKCII KRIWIZNY POLUˆIM

dσ

ds
=
√
x′2
2+y′2

2 =
1

1+k0C(s)
, k2(s) =

y′′2x
′
2 − x′′2y

′
2

(x′2
2+y′2

2)3/2
= 2k0[1−2Q(s)]− k1(s) (15)

(f ′ OBOZNAˆAET PROIZWODNU@ PO s). w ˆASTNOSTI, DLQ OKRUVNOSTI K1 I EE OBRAZA K2
k2=2k0(1− 2Q01) − k1. (16)

pO OTNO[ENI@ K K1 I K2 OKRUVNOSTX K0, PREOBRAZU@]AQ DWE DANNYE OKRUV-
NOSTI DRUG W DRUGA, QWLQETSQ SEREDINNOJ OKRUVNOSTX@ [2, STR. 150]. oNA DELIT

POPOLAM UGOL τ12 (12), T.E. |τ01|= |τ02|= |τ12|/2, cos τ01= cos τ02, IZ ˆEGO SLEDU@T

SOOTNO[ENIQ

Q02 = Q01, Q12 = 4Q01(1−Q01).

kOMBINIRUQ S (16), POLUˆAEM KRIWIZNU SEREDINNOJ OKRUVNOSTI (S TOˆNOSTX@ DO

REWERSA):

k0 =
k1+k2

±2
√

1−Q12
.

iZWESTNO, ˆTO TAKIH OKRUVNOSTEJ DWE (ESLI K1 I K2 PERESEKA@TSQ) ILI ODNA.
eSLI VE UˆITYWATX ORIENTACI@ DANNYH OKRUVNOSTEJ, TO SEREDINNAQ OKRUVNOSTX
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LIBO EDINSTWENNA, LIBO NE SU]ESTWUET. w POSLEDNEM SLUˆAE SU]ESTWUET OKRUVNOSTX,
PREOBRAZU@]AQ K1 W K∗2. oTMETIM, KAK PROSTO W TERMINAH (2) WYRAVA@TSQ NEQWNYE

URAWNENIQ “TIH OKRUVNOSTEJ:

K1 ↔ K2
K∗1 ↔ K∗2

:
C(x, y;K1) + C(x, y;K2)

±2
√

1−Q12
=0;

K1 ↔ K∗2
K∗1 ↔ K2

:
C(x, y;K1)− C(x, y;K2)

±2
√
Q12

=0.

sOBSTWENNAQ SISTEMA KOORDINAT PARY OKRUVNOSTEJ. dLQ PARY K1, K2 RAS-
SMOTRIM URAWNENIE OTNOSITELXNO r

Q = (1− k1r)(1− k2r). (17)

oNO MOVET NE IMETX KORNEJ (k1= k2=0), IMETX ODIN (W KONFIGURACII PRQMAQ–
OKRUVNOSTX) ILI DWA (k1k2 =0) DEJSTWITELXNYH KORNQ r1,2. dLQ KONCENTRIˆNYH

OKRUVNOSTEJ r1= r2. pUSTX r — L@BOJ EGO KORENX. tOGDA (11) PRINIMET WID

H2= (k1+k2−2k1k2r)
2. oPREDELIM H SLEDU@]IM OBRAZOM:

H = k1 + k2 − 2k1k2r. (18)

pRI NALIˆII DWUH KORNEJ r1,2 H(r1)=−H(r2); W PROTIWNOM SLUˆAE H = ki =0, GDE

INDEKS i SOOTWETSTWUET OKRUVNOSTI S NENULEWOJ KRIWIZNOJ. dLQ NEWYROVDENNOJ

PARY WWEDEM NOWU@ SISTEMU KOORDINAT (x′, y′) PODSTANOWKAMI{
x = x̃ + x′ cos θ − y′ sin θ,
y = ỹ + x′ sin θ + y′ cos θ,

‖x̃, ỹ‖ =
u2(1−k1r) + u1(1−k2r)

H
,

cos θ = F/H
sin θ = G/H.

(19)
eE OSX ABSCISS SOWPADAET S OB]IM PERPENDIKULQROM PARY, A TOˆKI (r, 0) I (−r, 0)
MOGUT BYTX WYBRANY W KAˆESTWE NAˆALXNYH. tOGDA OPISANIQ I URAWNENIQ OKRUV-
NOSTEJ PRIMUT WID

K1=K( r, 0, π/2, k1), C(x, y;K1) = k1[ (x−r)2 + y2] + 2(x−r),
K2=K(−r, 0,−π/2, k2), C(x, y;K2) = k2[ (x+r)2 + y2]− 2(x+r).

(20)

gEOMETRIˆESKI “TOMU SOOTWETSTWUET SLEDU@]EE POSTROENIE (RIS. 3 NA STR. 8).
iZ TOˆEK PERESEˆENIQ OKRUVNOSTEJ S IH OB]IM PERPENDIKULQROM SOSTAWIM PARY

(P1, P2), P1 ∈K1, P2 ∈K2, S PROTIWOPOLOVNO NAPRAWLENNYMI KASATELXNYMI WEKTORA-
MI. tAKIH PAR ILI DWE (k1k2 =0), ILI ODNA. eSLI IH DWE — WYBEREM L@BU@. nAˆALO

KOORDINAT USTANOWIM W TOˆKE (P1+P2)/2, OSX ORDINAT NAPRAWIM PARALLELXNO KASA-
TELXNOJ K PERWOJ OKRUVNOSTI W TOˆKE P1 I DOOPREDELIM NAPRAWLENIE OSI ABSCISS

DO PRAWOJ SISTEMY. zAMETIM, ˆTO OKRUVNOSTX S KRIWIZNOJ k0=1/r I CENTROM W

NAˆALE KOORDINAT KASAETSQ OBEIH DANNYH OKRUVNOSTEJ.
uRAWNENIE RADIKALXNOJ OSI (8) W SISTEME KOORDINAT (19) PRINIMAET WID

x′ =
r(k2−k1)

H
. (21)

dOKAVEM SLEDU@]EE UTWERVDENIE: ESLI KRIWÍZNY PARY OKRUVNOSTEJ NE RAWNY

NUL@ ODNOWREMENNO, TO{
Q(K1,K2)� 0
k1� k2

=⇒ Mat(K2) ⊆ Mat(K1) . (22)
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dOKAZATELXSTWO. pREDSTAWLENIE (20), WWEDENNOE DLQ NEWYROVDENNOJ PARY, OˆE-
WIDNO, LEGKO RASPROSTRANITX I NA PARU KONCENTRIˆNYH OKRUVNOSTEJ.

pRI Q� 0 IZ (17) SLEDUET, ˆTO r =0. zAPISAW (17) W WIDE r2(k0−k1)(k0−k2)� 0,
GDE k0=1/r, POLUˆIM k1� k0� k2. pUSTX TOˆKA (x, y)∈ Mat(K2), T. E. C(x, y;K2)� 0.
eE PRINADLEVNOSTX K Mat(K1) SLEDUET IZ TOVDESTWA

C(x, y;K1) ≡ (k1−k0)[(x−r)2 + y2] + (k0−k2)[(x+r)2 + y2] + C(x, y;K2),
W PRAWOJ ˆASTI KOTOROGO WSE SLAGAEMYE NEPOLOVITELXNY, I C(x, y;K1)� 0. �

w TOM VE PREDPOLOVENII (|k1|+|k2| =0) SPRAWEDLIWO ANALOGIˆNOE UTWERVDENIE{
Q(K1,K2)> 1
k1+k2 > 0

=⇒ Mat(K2) ∩Mat(K1) = ∅, (23)

A TAKVE UTWERVDENIQ, OBRATNYE (22) I (23).

zADAˆA O SOPRQVENII TREH DUG. zADAˆA POSTROENIQ DUGI ZADANNOGO RADIUSA,
KASA@]EJSQ DWUH DANNYH OKRUVNOSTEJ, IZLAGAETSQ WO MNOGIH INVENERNYH SPRA-
WOˆNIKAH. w KNIGAH PO GEOMETRII EE, WIDIMO, PROPUSKA@T KAK SLI[KOM PROSTU@

(NAˆINAQ KAK MINIMUM S ZADAˆI aPOLLONIQ O ˆETYREH OKRUVNOSTQH). tEM NE MENEE

U NAS ESTX OSNOWANIQ OBRATITXSQ K “TOJ ZADAˆE.

• pRI EE RE[ENII SKOREE WSEGO BYLA BY PRIMENENA INWERSIQ, PREOBRAZU@]AQ

DANNU@ PARU W PARU OKRUVNOSTEJ ODINAKOWOGO RADIUSA, POSLE ˆEGO POSTROENIE

STANOWITSQ TRIWIALXNYM. nO INWERSIQ “NE PRIZNAET” CENTROW OKRUVNOSTEJ,
I SWQZANNYE S NIMI SWOJSTWA TERQ@TSQ.
• nOWYE KAˆESTWA WOZNIKA@T PRI UˆETE ORIENTACII I OˆEREDNOSTI OKRUVNOSTEJ

PRI OBHODE KONTURA, ˆTO WESXMA WAVNO DLQ ZADAˆ GEOMETRIˆESKOGO MODELIROWA-
NIQ. oKAZYWAETSQ, ˆTO MAKSIMALXNOE KOLIˆESTWO RE[ENIJ SOKRA]AETSQ W “TOM

SLUˆAE S WOSXMI DO DWUH. iZ NIH TOLXKO ODNO BUDET “ISTINNYM” SOPRQVENIEM,
ESLI POD TAKOWYM PODRAZUMEWATX PEREHODNU@ DUGU S UGLOM |ρ|< 180◦.
• i ALGORITMY, I GEOMETRIˆESKIE OPISANIQ RE[ENIJ OSWOBOVDA@TSQ PRI “TOM OT

MNOGOˆISLENNYH if-then-else–KONSTRUKCIJ, PEREBIRA@]IH WARIANTY WZAIMNOGO

RASPOLOVENIQ OKRUVNOSTEJ (NAPRIMER, “WNE[NEE” I “WNUTRENNEE” KASANIE) I

WYROVDENIQ ODNOJ IZ NIH W PRQMU@. —TA INFORMACIQ PEREDAETSQ ˆEREZ ZNAˆE-
NIE I ZNAK KRIWIZNY, IZWESTNYJ KONSTRUKTORU W TERMINAH “WAL–OTWERSTIE”.
• nAKONEC, INTERESNA SWQZX RE[ENIJ ZADAˆI S TEOREMOJ O ˆETYREH WER[INAH

PROSTOJ ZAMKNUTOJ KRIWOJ. lEGKO POKAZATX, ˆTO PRI CIKLIˆESKOM SOPRQVE-
NII ˆETYREH OKRUVNOSTEJ BEZ SAMOPERESEˆENIQ KAVDAQ IZ ˆETYREH DUG BUDET

“PROTQVENNOJ WER[INOJ” [1, STR. 4]. iNYMI SLOWAMI, BUDUT WYPOLNENY NERA-
WENSTWA

k1<k2>k3<k4>k1 (ILI NAOBOROT).

rIS. 4 DEMONSTRIRUET RAZLIˆIQ MEVDU RE[ENIQMI BEZ UˆETA I S UˆETOM ORI-
ENTACII OKRUVNOSTEJ (NOMER OKRUVNOSTI I ZNAK KRIWIZNY UKAZANY); POSLEDNIJ

FRAGMENT ILL@STRIRUET WLIQNIE PORQDKA OBHODA.
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rIS. 3.

 1’

 2’

x’

y’

 1"

 2"

x"
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 1

 2

x

y

rIS. 4.

1+ 2-

1+ 2-

1- 2-

1- 2-

1- 2+

1- 2+

1+ 2+

1+ 2+ 1+2+

rIS. 5.

O1

B1

A1

O2

B2

A2

O3

B3

A3
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0<Q<1

2

1

2

1

Q=1

2

1

0<Q<1

2

1

2

1

Q=1

2

1

Q<0

2

1

2

1

2

1

Q>1

2

1

2

1

2

1

rIS. 6.
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pUSTX DUGA K1=K(x1, y1, τ1, k1) PEREHODIT W TOˆKE T1=(p1, q1) PRI NAKLONE ξ1 W

DUGU K0 KRIWIZNY k0, KOTORAQ W TOˆKE T2=(p2, q2) POD UGLOM ξ2 SOPRQGAETSQ S DUGOJ

K2 KRIWIZNY k2. pOSLEDNQQ ZADANA NAˆALXNYMI (“KONEˆNYMI”) USLOWIQMI (x2, y2)
I τ2.

iSKL@ˆIM IZ RASSMOTRENIQ TRIWIALXNYE SLUˆAI WYROVDENNYH OKRUVNOSTEJ:
H =0. tOˆKI T1 I T2 LEVAT NA OKRUVNOSTI K0, PO“TOMU

U0 : k0p1 − sin ξ1 = k0p2 − sin ξ2,
V0 : k0q1 + cos ξ1 = k0q2 + cos ξ2.

wELIˆINY F I G (9) MOGUT BYTX WYRAVENY KAK ˆEREZ IZWESTNYE PARAMETRY

(x1,2, y1,2, τ1,2), TAK I ˆEREZ NEIZWESTNYE (p1,2, q1,2, ξ1,2):

F = k1k2(x2−x1) + k2 sin τ1 − k1 sin τ2 = k1k2(p2−p1) + k2 sin ξ1 − k1 sin ξ2.

pOLUˆAEM SLEDU@]U@ SISTEMU URAWNENIJ OTNOSITELXNO ξ1 I ξ2:{
k2(k0−k1) sin ξ1 − k1(k0−k2) sin ξ2 = k0F
−k2(k0−k1) cos ξ1 + k1(k0−k2) cos ξ2 = k0G .

oNA IMEET DWA RE[ENIQ {ξ+1 , ξ+2 } I {ξ−1 , ξ−2 }

tg
ξ±1
2

=
F (k0−k1)± 2k1

√
QW

2k0k1Q + (k0−k1)(k2−k1−G)
, tg

ξ±2
2

=− F (k0−k2)± 2k2
√
QW

2k0k2Q− (k0−k2)(k2−k1−G)
, (24)

GDE

W =W (k0)= k20(1−Q)− k0(k1+k2) + k1k2. (25)

dLQ UGLA POWOROTA SOPRQGA@]EJ DUGI ρ= ξ2−ξ1 POLUˆAEM WYRAVENIE

tg
ρ

2
=

k0

w
, w = ±

√
W

Q
. (26)

eSLI DLINA DUGI K0 RAWNA l, TO EE POWOROT (KAK INTEGRAL OT KRIWIZNY) RAWEN k0l
I ZAKL@ˆEN W PREDELAH (0,±2π) SO ZNAKOM, RAWNYM ZNAKU k0. sLEDOWATELXNO, W SLUˆAE

SOPRQVENIQ MENX[EJ DUGOJ (|ρ|<π) ZNAKI tg(ρ/2) I k0 SOWPADA@T. ˜TOBY POLUˆITX

IMENNO TAKOE SOPRQVENIE, W (26) SLEDUET WYBRATX ZNAK PL@S PERED RADIKALOM

PRI OPREDELENII WSPOMOGATELXNOJ PEREMENNOJ w. oTRICATELXNOE ZNAˆENIE w DAET

SOPRQVENIQ BOLX[OJ DUGOJ TOJ VE KRIWIZNY.
sOGLASNO (24), DOPUSTIMYE ZNAˆENIQ k0 OPREDELQ@TSQ NERAWENSTWOM QW � 0 :

Q [k20(1−Q)− k0(k1+k2) + k1k2]� 0 . (27)

pRI Q =1 ONO PRINIMAET WID

Q(1−Q)(k0 − k+)(k0 − k−)� 0, (28)

GDE k+ I k− — KORNI POLINOMA W (k0) (25):

{k+, k−} =

{
k1+k2 ±H

2(1−Q)

}
=

{
1

r
,

k1k2

k1 + k2 − k1k2r

}
.

pUSTX k−<k+ I kmin=min(k1, k2), kmax=max(k1, k2). uSTANOWIW RAWENSTWA

(k1 − k±)(k2 − k±) = Q · (k±)2, (29)
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POLUˆIM, ˆTO OBA KORNQ k± NAHODQTSQ ODNOWREMENNO WNUTRI (Q< 0) ILI SNARUVI

(Q> 0, Q =1) INTERWALA (kmin, kmax). rASSMOTRIM RE[ENIQ PRI RAZLIˆNYH ZNAˆE-
NIQH Q.

1. Q < 0. iZ (28) I (29) POLUˆAEM

kmin <k−� k0� k+<kmax. (30)

oTMETIM, ˆTO PRI Q< 0 (I TOLXKO W “TOM SLUˆAE) POSLEDOWATELXNOSTX k1, k0, k2
MONOTONNA.

2. Q = 0. dUGI K1 I K2 KASA@TSQ, T.E. SOPRQGA@TSQ BEZ POMO]I PROMEVUTOˆNOJ

DUGI. “nORMALXNYH” SOPRQVENIJ NET.
3. 0 < Q < 1.

−∞� k0� k−<kmin, kmax<k+� k0�∞.

sOPRQVENIQM S BESKONEˆNOJ KRIWIZNOJ SOOTWETSTWUET PERESEˆENIE OKRUVNO-
STEJ.

4. Q = 1 (“ANTIKASANIE”). nERAWENSTWO (27) PRINIMAET WID k0(k1+k2)� k1k2, A

PRI k1+k2=0 (T.E. K1=K∗2) — 0�−k21 =−k22 , T.E.

k1+k2 > 0 : −∞� k0� k1k2/(k1+k2) < kmin;
k1+k2 = 0 : SOPRQVENIJ NET;
k1+k2 < 0 : kmax < k1k2/(k1+k2)� k0�∞.

5. Q > 1. iZ (17) SLEDUET, ˆTO W “TOM SLUˆAE RAWENSTWO k1+k2=0 ISKL@ˆENO.

k1+k2 > 0 : −∞<k−� k0� k+<kmin
k1+k2 < 0 : kmax<k−� k0� k+<∞.

rAZLIˆNYE TIPY SOPRQVENIJ ILL@STRIRUET RIS. 6. pUNKTIRNAQ KRIWAQ — GEO-
METRIˆESKOE MESTO CENTROW SOPRQGA@]IH OKRUVNOSTEJ (31). “zWEZDOˆKOJ” POKAZAN

CENTR PODOBIQ [4, STR. 12] PARY OKRUVNOSTEJ, ON VE — CENTR SEREDINNOJ OKRUV-
NOSTI (WOZMOVNO, MNIMOJ).

sWOJSTWA SEMEJSTWA SOPRQGA@]IH OKRUVNOSTEJ. rE[ENIQ ZADAˆI W SISTEME

KOORDINAT (19) IME@T WID (∆k= k2−k1):

‖ sin ξi, cos ξi‖ =
2Qk0

H(ki−k0)
‖(−1)iki, w‖+ 1

H
‖∆k, 0‖,

‖pi, qi‖ =
2Q

H(ki−k0)
‖(−1)iki,−w‖+

1

H
‖r∆k, 0‖.

pOSLEDNEE SLAGAEMOE WKL@ˆAET POLOVENIE RADIKALXNOJ OSI (21). eSLI K1 =K∗2 I

Q =0, TO DLQ KAVDOJ TOˆKI NA OKRUVNOSTI K1 (ILI K2) SOPRQVENIE SU]ESTWUET I

EDINSTWENNO. kOORDINATY CENTRA SOPRQGA@]EJ DUGI RAWNY

x = p1,2 −
sin ξ1,2
k0

=
∆k

H

(
r− 1

k0

)
, y = q1,2 +

cos ξ1,2
k0

=
2wQ

Hk0
=
±2
√
QW (k0)

Hk0
.
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iSKL@ˆAQ k0, POLUˆAEM URAWNENIE GEOMETRIˆESKOGO MESTA CENTROW SOPRQGA@]IH

DUG:

(∆k)2 y2 − 4k1k2Qx2 − 4Q∆k x = 0. (31)

pRI k1= k2 gmt WYROVDAETSQ W PRQMU@ x=0. w PROTIWNOM SLUˆAE “TO “LLIPS

(k1k2Q< 0), GIPERBOLA (k1k2Q> 0) ILI PARABOLA (k1k2Q=0) S “KSCENTRISITETOM

e= |H/∆k| I FOKALXNYM PARAMETROM p= |2Q/∆k| (RIS. 6).
kAVDOMU SOPRQVENI@ SOPOSTAWIM TREUGOLXNIK OAB, GDE O — CENTR SOPRQGA-

@]EJ OKRUVNOSTI, A I B — TOˆKI SOPRQVENIQ. oˆEWIDNO, WSE OTREZKI OA I WSE

OTREZKI OB PERESEKA@TSQ W TOˆKAH (X1, 0) I (X2, 0) — CENTRAH DANNYH OKRUVNO-
STEJ. l@BOPYTNO, ˆTO WSE HORDY AB TAKVE PERESEKA@TSQ W ODNOJ TOˆKE (X12, 0) —
CENTRE PODOBIQ PARY OKRUVNOSTEJ:

X12 =
(1−k1r) + (1−k2r)

k2 − k1
, X1 = − 1−k1r

k1
, X2 =

1−k2r
k2

.

kROME TOGO, WSE TRI TOˆKI PERESEˆENIQ LEVAT NA ODNOJ PRQMOJ — OB]EM PER-
PENDIKULQRE PARY. sLEDOWATELXNO, SOGLASNO OBRATNOJ TEOREME dEZARGA, L@BYE DWA

TREUGOLXNIKA OAB QWLQ@TSQ PERSPEKTIWNYMI. cENTRY PERSPEKTIWY LEVAT NA

RADIKALXNOJ OSI PARY OKRUVNOSTEJ (RIS. 5).

sPIRALXNYE KRIWYE. kAK I W STATXE [1], POD SPIRALXNOSTX@ BUDEM PONIMATX

MONOTONNOE IZMENENIE KRIWIZNY WDOLX KRIWOJ, DOPUSKAQ PRI “TOM RAZRYWY KRIWIZ-
NY I UˆASTKI EE POSTOQNSTWA, MENX[IE POLNOJ OKRUVNOSTI. pODOBNOE OPREDELENIE,
SUVENNOE TREBOWANIQMI ZNAKOPOSTOQNSTWA I OGRANIˆENNOSTI KRIWIZNY, PRINQTO

TAKVE W STATXE [5].
oPISANIE INWERSII KRIWYH OBYˆNO SOSTOIT W PEREˆISLENII KONKRETNYH PRE-

OBRAZOWANIJ [6] (NAPRIMER, PARABOLA → CISSOIDA dIOKLESA I PR.). sOHRANENIE SPI-
RALXNOSTI PRI INWERSII — OB]EE SWOJSTWO “TIH PREOBRAZOWANIJ, KOTOROE MOVNO

SˆITATX OBOB]ENIEM IZWESTNOGO FAKTA — cOHRANENIQ POSTOQNSTWA KRIWIZNY.

tEOREMA 1. pRI INWERSII SPIRALXNOJ KRIWOJ OTNOSITELXNO OKRUVNOSTI, CENTR

KOTOROJ NE LEVIT NA KRIWOJ, SPIRALXNOSTX SOHRANQETSQ, A EE HARAKTER (WOZRA-
STANIE/UBYWANIE KRIWIZNY) IZMENQETSQ NA PROTIWOPOLOVNYJ.

dOKAZATELXSTWO. wYBEREM SISTEMU KOORDINAT TAK, ˆTOBY OKRUVNOSTX INWERSII K
ZANQLA “KANONIˆESKOE” POLOVENIE (3). dLQ KRIWOJ Γ1 :=(x1(s), y1(s)) S NATURALXNYM

URAWNENIEM k1(s) WWEDEM FUNKCII Q(s;K) I C(s;K) (14):

C(s) = k0[x1(s)
2+y1(s)

2]− 2y1(s),

Q(s) =
1

4
k1(s)C(s)− k0

2
[x1(s) sin τ1(s)−y1(s) cos τ1(s)] + sin2

τ1(s)

2
.

(32)

uˆITYWAQ, ˆTO x′1(s)= cos τ1(s), y′1(s)= sin τ1(s), τ ′1(s)= k1(s), POLUˆAEM

Q′(s) =
1

4
k′1(s)C(s). (33)
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dIFFERENCIRUQ RAWENSTWO (15), SWQZYWA@]EE KRIWIZNU k2(s) OBRAZA S KRIWIZNOJ

k1(s) ORIGINALA, POLUˆAEM

k′2(s) = −k′1(s)− 4k0Q
′(s)= − k′1(s)− k0k

′
1(s)C(s) = −k′1(s) [1 + k0C(s) ]. (34)

tAK KAK CENTR KRIWIZNY NE LEVIT NA KRIWOJ, SOMNOVITELX [1 + k0C(s)] STRO-
GO POLOVITELEN (5). fUNKCII k1(s) I k2(s) IME@T ZNAKOPOSTOQNNYE PROIZWODNYE

PROTIWOPOLOVNOGO ZNAKA, OTKUDA I SLEDUET UTWERVDENIE TEOREMY DLQ UˆASTKOW S

NEPRERYWNOJ KRIWIZNOJ.
iZ OPREDELENIQ (10) SLEDUET, ˆTO ESLI DWE OKRUVNOSTI K1 I K2 KASA@TSQ W TOˆ-

KE T [T =P1=(x1, y1)=P2=(x2, y2), τ1= τ2], I K0 — PROIZWOLXNAQ TRETXQ OKRUV-
NOSTX, TO

Q02 −Q01 =
1

4
(k2−k1)C(T ;K0).

w TOˆKAH RAZRYWA KRIWIZNY, GDE KRUG KRIWIZNY SLEWA K(s−0) KASAETSQ PRAWOGO

KRUGA KRIWIZNY K(s+0), “TO RAWENSTWO PRINIMAET WID

∆Q(s) := Q(s+0)−Q(s−0) =
1

4
∆k1(s)C(s).

pOSKOLXKU SAMA KRIWAQ NEPRERYWNA, NEPRERYWNA I FUNKCIQ KOORDINAT C(s). dLQ

SKAˆKA KRIWIZNY U KRIWOJ-OBRAZA IZ (16) POLUˆAEM

∆k2(s) = −∆k1(s)− 4k0∆Q(s) = −∆k1(s)[1+k0C(s) ] ,

TAKVE W SOOTWETSTWII S UTWERVDENIEM TEOREMY. �
iZ FORMULIROWKI TEOREMY MOVNO ISKL@ˆITX OGOWORKU O TOM, ˆTO CENTR IN-

WERSII NE LEVIT NA KRIWOJ; HOTQ KRIWAQ-OBRAZ BUDET W “TOM SLUˆAE RAZRYWNOJ NA

BESKONEˆNOSTI, DWA EE UˆASTKA BUDUT IMETX ZNAKOPOSTOQNNU@ MONOTONNU@ FUNKCI@

KRIWIZNY.

pOD WER[INOJ KRIWOJ MY PONIMAEM TOˆKU ILI UˆASTOK “SKTREMALXNOJ KRIWIZNY,
NE ISKL@ˆAQ PRI “TOM NULEWOE ZNAˆENIE “KSTREMUMA. pOSTROENNYJ W “TOJ TOˆKE

KRUG KRIWIZNY BUDEM NAZYWATX “KSTREMALXNYM.

sLEDSTWIE 1.1. pRI INWERSII KRIWOJ EE WER[INY PREOBRAZU@TSQ W WER[INY OBRAZA

S PROTIWOPOLOVNYM TIPOM “KSTREMUMA.

rASPOLOVENIE KRIWOJ OTNOSITELXNO KRUGA KRIWIZNY. rASPOLOVENIE KRIWOJ

OTNOSITELXNO OKRUVNOSTI KRIWIZNY K0=K(s0) ZAWISIT OT HARAKTERA MONOTONNOSTI

KRIWIZNY W TOˆKE x(s0), y(s0). sOOTWETSTWU@]IE UTWERVDENIQ HORO[O IZWESTNY

[7, STR. 34]. oBYˆNO ONI FORMULIRU@TSQ I DOKAZYWA@TSQ DLQ NEKOTOROJ OKRESTNOSTI

TOˆKI s0, s1� s0� s2 W LOKALXNOJ SISTEME KOORDINAT, WYBRANNOJ TAK, ˆTO

x(s0)= 0, y(s0)= 0, τ (s0)= 0. (35)

oKRESTNOSTX [s1, s2] OGRANIˆENA USLOWIQMI:
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(a) KRIWAQ MOVET BYTX PREDSTAWLENA KAK FUNKCIQ y= f(x) W LOKALXNOJ SISTEME

KOORDINAT;
(b) KRIWAQ NE IMEET RAZRYWOW KRIWIZNY;

(USLOWIE (b) DOBAWLENO, POSKOLXKU OBYˆNO PRI IZLOVENII “TOJ TEMY OGOWARIWAETSQ

REGULQRNOSTX KRIWOJ). tOGDA KRIWAQ Γ(s) c WOZRASTA@]EJ [UBYWA@]EJ] KRIWIZ-
NOJ RASPOLOVENA SLEWA [SOOTWETSTWENNO, SPRAWA] OT KRUGA KRIWIZNY K0. pRIWLEKAQ

FUNKCI@ C(s) (14) OTNOSITELXNO K0, WYRAZIM “TI UTWERVDENIQ OTNO[ENIQMI

k′(s)> 0 : C(s)<0, ILI Γ(s) ⊂Mat(K0), s0<s� s2, (36)

k′(s)< 0 : C(s)>0, ILI Γ(s) ⊂Mat(K∗0), s0<s� s2.

eSLI TOˆKa s0 QWLQETSQ WER[INOJ (EDINSTWENNOJ W DANNOJ OKRESTNOSTI), TO

DLQ WER[INY-MINIMUMA: C(s)<0, ILI Γ(s) ⊂Mat(K0), s1� s� s2,
DLQ WER[INY-MAKSIMUMA: C(s)>0, ILI Γ(s) ⊂Mat(K∗0), s1� s� s2.

(37)

rAS[IRIM OBLASTX SPRAWEDLIWOSTI “TIH DIFFERENCIALXNYH UTWERVDENIJ. sLEDU-
@]U@ TEOREMU ILL@STRIRUET RIS. 2.

tEOREMA 2. pUSTX Γ= (x(s), y(s)), 0� s� S — SPIRALXNAQ KRIWAQ S WOZRASTA@]EJ

KRIWIZNOJ k(s). tOGDA WSQ KRIWAQ I WSE EE KRUGI KRIWIZNY K(s) NAHODQTSQ W MATE-
RIALE KRUGA KRIWIZNY K0 :=K(0).

dOKAZATELXSTWO. oSOBYJ SLUˆAJ k(0)=−∞ (NAPRIMER, LOGARIFMIˆESKAQ SPIRALX

ILI “WOLXWENTA OKRUVNOSTI) MOVNO W PREDELE RASSMATRIWATX KAK WYROVDENIE K(0)
W TOˆKU, PONIMAQ POD Mat(K(0)) WS@ PLOSKOSTX. dALEE BUDEM SˆITATX ZNAˆENIE k(0)
KONEˆNYM, ˆTO OZNAˆAET SU]ESTWOWANIE FUNKCIJ Q(s) I C(s) (32).

eSLI W NAˆALE KRIWOJ IMEETSQ UˆASTOK POSTOQNNOJ KRIWIZNY, TO ZA ISHODNU@

TOˆKU s=0 PRIMEM KONEC “TOGO UˆASTKA. pEREJDQ W SISTEMU KOORDINAT (35), RAS-
SMOTRIM DUGU KRIWOJ NA OTREZKE s∈ [0, s1], W PREDELAH KOTOROGO WYPOLNENY USLOWIQ

(a) I (b), SOPROWOVDA@]IE UTWERVDENIE (36).
iZ (33) I (36) SLEDUET, ˆTO Q′(s)< 0 I, POSKOLXKU Q(0)=Q(K0,K0 )= 0, NA RAS-

SMATRIWAEMOM OTREZKE Q(s)� 0. tOGDA, SOGLASNO (22), Mat(K(s)) ⊂ Mat(K0). eSLI

NA KONCE UˆASTKA IMEETSQ RAZRYW KRIWIZNY, TO KRUG SLEWA K−=K(s1−0) BUDET

KASATXSQ KRUGA K+=K(s1+0), POSTROENNOGO SPRAWA OT RAZRYWA, T.E. Q(K−,K+)= 0
I k(s1+0) > k(s1−0). zNAˆIT, SOOTNO[ENIE Mat(K+) ⊂ Mat(K−) ⊂ Mat(K0) TAKVE

BUDET WYPOLNENO. tO VE RASSMOTRENIE S KRUGOM KRIWIZNY K+ W KAˆESTWE NAˆALXNOGO

POZWOLQET RASPROSTRANITX UTWERVDENIE NA WS@ KRIWU@. �

sLEDSTWIE 2.1. sPIRALXNAQ KRIWAQ NE IMEET SAMOPERESEˆENIJ (W [10] “TOT FAKT

DOKAZAN DLQ ˆASTNOGO SLUˆAQ ZNAKOPOSTOQNNOJ MONOTONNOJ KRIWIZNY).

sLEDSTWIE 2.2. oKRESTNOSTX WER[INY KRIWOJ S MINIMALXNOJ (MAKSIMALXNOJ) KRI-
WIZNOJ, LEVA]AQ W MATERIALE (SOOTWETSTWENNO, WNE MATERIALA) “KSTREMALXNOGO

KRUGA KRIWIZNY, WKL@ˆAET DWE SOSEDNIE WER[INY LIBO, ESLI TAKOWYH NET, WS@ KRI-
WU@.
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rIS. 7.

—TO POLOVENIE ILL@STRIRUET RIS. 7, NA KOTOROM POKAZANY DWE KRIWYE S EDIN-

STWENNOJ WER[INOJ [k(s) ∼ s2±b], SPIRALX fERMA r= a
√
θ
(
θvx=

1

2

√
2
√

7−5
)

I

ZAMKNUTAQ KRIWAQ S DWUMQ WER[INAMI (LEMNISKATA), KOTORAQ TAKVE NE IMEET S

“KSTREMALXNYMI OKRUVNOSTQMI OB]IH TOˆEK, KROME SAMIH TOˆEK KASANIQ.
oTMETIM, ˆTO FUNKCIQ Q(s;K0), OPREDELENNAQ OTNOSITELXNO KRUGA KRIWIZNY W

ISHODNOJ TOˆKE SPIRALI, MONOTONNO UBYWAET OT NULEWOGO ZNAˆENIQ. oNA MOVET BYTX

RAWNA NUL@ TOLXKO NA NAˆALXNOM UˆASTKE KRIWOJ, ESLI ON SOSTOIT IZ ODNOJ ILI IZ

DWUH DUG POSTOQNNOJ KRIWIZNY (NO NE BOLEE ! — (30) ).

sLEDSTWIE 2.3. eSLI K1 I K2 — KRUGI KRIWIZNY W NAˆALXNOJ I KONEˆNOJ TOˆKE

SPIRALXNOJ KRIWOJ, I Q12=0, TO “TA KRIWAQ SOSTOIT IZ DWUH DUG POSTOQNNOJ KRI-
WIZNY.

kRIWYE, SOSTAWLENNYE IZ DWUH DUG OKRUVNOSTEJ, AKTIWNO ISPOLXZU@TSQ W ZADA-
ˆAH INTERPOLQCII. w ANGLOQZYˆNOJ LITERATURE DLQ NIH PRINQT TERMIN “biarc” [8,9].
w STATXE [1] POKAZANA OSOBAQ ROLX “TIH KRIWYH W TEORII SPIRALEJ.

w.a. zALGALLER OBRATIL WNIMANIE AWTORA NA STATX@ [10]. eE POLOVENIQ PEREKLI-
KA@TSQ S LEMMOJ 1 W [1] I TEOREMOJ 2 NASTOQ]EJ STATXI. oDNAKO W [10] RASMOTRENIE

OGRANIˆIWAETSQ KRIWYMI S MONOTONNOJ POLOVITELXNOJ KRIWIZNOJ.

∗ ∗ ∗

iNWARIANT (10) SWQZAN S INWERSNYM RASSTOQNIEM (1) RAWENSTWOM δ=Arch|1−2Q|,
IZ KOTOROGO WIDNO, ˆTO WELIˆINA Q BOLEE INFORMATIWNA: PRI PEREHODE OT Q K δ
INFORMACIQ OB ORIENTACII OKRUVNOSTEJ TERQETSQ POD ZNAKOM MODULQ, A SLUˆAJ PE-
RESEKA@]IHSQ OKRUVNOSTEJ (0�Q� 1) NE POPADAET W OBLASTX OPREDELENIQ FUNKCII

Arch(x).
rASSMOTRENNYJ ZDESX I W STATXQH [1,10] KLASS KRIWYH ZASLUVIWAET, NA NA[

WZGLQD, BOLEE PODROBNOGO IZUˆENIQ I ODNOZNAˆNOGO PERSONALXNOGO OPREDELENIQ. tER-
MIN “ISTINNYE SPIRALI” DLQ KRIWYH S MONOTONNOJ FUNKCIEJ KRIWIZNY PREDSTA-
WLQETSQ WPOLNE UMESTNYM.
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