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aNNOTACIQ

nEKRASOW m.l. iNTEGRAL W SMYSLE GLAWNOGO ZNAˆENIQ KAK OBOB]ENNAQ FUNKCIQ PARAMETROW INTE-
GRIROWANIQ: pREPRINT ifw— 2003–10. – pROTWINO, 2003. – 14 S., BIBLIOGR.: 14.

iNTEGRAL W SMYSLE GLAWNOGO ZNAˆENIQ OT SINGULQRNOJ FUNKCII ILI OT PROIZWEDENIQ SINGU-
LQRNYH FUNKCIJ W NEKOTOROJ OBLASTI ZNAˆENIQ PARAMETROW INTEGRIROWANIQ SAM MOVET OKAZATXSQ

SINGULQRNOJ FUNKCIEJ. w “TOM SLUˆAE PRI NEOBHODIMOSTI POSLEDU@]EGO INTEGRIROWANIQ PO PARAME-
TRAM WOZNIKAET PROBLEMA INTERPRETACII ISHODNOGO INTEGRALA KAK OBOB]ENNOJ FUNKCII PARAMETROW

INTEGRIROWANIQ. pREDLAGAETSQ RE[ENIE PROBLEMY, INICIIROWANNOE AKTUALXNYMI PRILOVENIQMI

KWANTOWOJ TEORII POLQ.

Abstract

Nekrasov M.L. Integral in the Sense of Principal Value as a Distribution Over Parameters of Integration:
IHEP Preprint 2003–10. – Protvino, 2003. – p. 14, refs.: 14.

An integral in the sense of principal value of a singular function or of product of singular functions
can appear itself as a singular function in some range of values of integration parameters. In this case, if
necessary subsequently to integrate with respect to parameters, the problem arises about interpretation
of the initial integral as a distribution over the integration parameters. A solution to this problem is
offered, which is initiated by actual applications in quantum field theory.
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wWEDENIE

wO MNOGIH PRILOVENIQH KWANTOWOJ TEORII POLQ PRIHODITSQ IMETX DELO S INTEGRALA-

MI, OPREDELENNYMI W NESOBSTWENNOM SMYSLE. kLASSIˆESKIM PRIMEROM QWLQ@TSQ INTEGRALY

FEJNMANOWSKIH DIAGRAMM, W KOTORYH PROPAGATORY ˆASTIC OPREDELENY (W PROSTRANSTWE

mINKOWSKOGO) S PRAWILAMI OBHODA SINGULQRNOSTEJ NA MASSOWOJ OBOLOˆKE. s WKL@ˆENIEM

PETLEWYH POPRAWOK W TAKIH INTEGRALAH POQWLQ@TSQ TAKVE ULXTRAFIOLETOWYE RASHODIMO-

STI. pOSLEDOWATELXNOE I MATEMATIˆESKI WYWERENNOE RE[ENIE PROBLEMY IH “USTRANENIQ”
OSNOWANO NA PREDSTAWLENII O RAS[IRENII LINEJNYH NEPRERYWNYH FUNKCIONALOW, KAKOWY-

MI QWLQ@TSQ KO“FFICIENTNYE FUNKCII S-MATRICY [1], S KLASSA BYSTRO UBYWA@]IH NA

BESKONEˆNOSTI FUNKCIJ NA KLASS PROIZWOLXNYH REGULQRNYH FUNKCIJ. w SU]NOSTI, RE[E-

NIE OSNOWANO NA PRIMENENII METODOW TEORII OBOB]ENNYH FUNKCIJ [2,3,4,5]. wPERWYE IDEQ

TAKOGO PODHODA K RE[ENI@ PROBLEMY ULXTRAFIOLETOWYH RASHODIMOSTEJ BYLA WYDWINUTA

n.n. bOGOL@BOWYM [6] I WPOSLEDSTWII BYLA IM REALIZOWANA SOWMESTNO S o.s. pARAS@-

KOM [7], I DALEE MNOGIMI DRUGIMI AWTORAMI (SM. BIBLIOGRAFI@ I PODROBNOE IZLOVENIE

WOPROSA W MONOGRAFII [1]).

wAVNYM SWOJSTWOM RE[ENIQ PROBLEMY ULXTRAFIOLETOWYH RASHODIMOSTEJ QWLQETSQ

WOZNIKNOWENIE W TEORII SWOBODNYH KONEˆNYH PARAMETROW (W PERENORMIRUEMYH TEORIQH

ABSORBIRUEMYH PERENORMIROWANNYMI KONSTANTAMI). s TOˆKI ZRENIQ TEORII OBOB]ENNYH

FUNKCIJ, UKAZANNOE SWOJSTWO QWLQETSQ SOWER[ENNO ESTESTWENNYM, POSKOLXKU ONO SWQZA-

NO S OPERACIEJ RAS[IRENIQ FUNKCIONALOW. tEM NE MENEE, RE[ENIE TEMI VE METODAMI

MNOGIH DRUGIH ZADAˆ UDAETSQ OSU]ESTWITX S POSLEDU@]IM IZBAWLENIEM OT PROIZWOLA.

sDELATX “TO UDAETSQ TOGDA, KOGDA W PROCESSE RE[ENIQ ZADAˆI POQWLQETSQ NEOBHODIMOSTX

NALOVITX DOPOLNITELXNOE USLOWIE (USLOWIQ). hORO[O IZWESTNYM PRIMEROM TAKOGO RODA

QWLQETSQ OPREDELENIE PROPAGATORA ˆASTICY W PROSTRANSTWE mINKOWSKOGO, W KOTOROM PRA-

WILO OBHODA SINGULQRNOSTI NA MASSOWOJ OBOLOˆKE FIKSIRUETSQ USLOWIEM PRIˆINNOSTI.
w SPECIFIˆESKIH PRILOVENIQH TEORII POLQ SNQTIE PROIZWOLA MOVET BYTX OSU]ESTWLE-

NO TAKVE PUTEM NALOVENIQ USLOWIQ SAMOSOGLASOWANNOSTI RE[ENIQ (SM. NETRIWIALXNYJ

PRIMER W [8]).
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sREDI ZADAˆ, RE[ENIE KOTORYH OSNOWANO NA RAS[IRENII LINEJNYH NEPRERYWNYH FUNK-
CIONALOW I W KOTORYH, TEM NE MENEE, UDAETSQ IZBAWITXSQ OT PROIZWOLA, OSOBOE MESTO ZA-

NIMA@T ZADAˆI, SWQZANNYE S ASIMPTOTIˆESKIM RAZLOVENIEM PO PARAMETRU W INTEGRALAH,
OPREDELQ@]IH KAKU@-LIBO WELIˆINU (NAPRIMER, AMPLITUDU ILI WEROQTNOSTX FIZIˆESKOGO

PROCESSA). dEJSTWITELXNO, ESLI RAZLOVENIE OSU]ESTWLQETSQ DO WYˆISLENIQ INTEGRALA, T.E.
POD ZNAKOM INTEGRALA, TO ONO MOVET PRIWESTI K WOZNIKNOWENI@ SINGULQRNYH FUNKCIJ,

NE INTEGRIRUEMYH W OBYˆNOM SMYSLE. w “TOM SLUˆAE DLQ PRIDANIQ SMYSLA RASHODQ]IMSQ

INTEGRALAM MOVET BYTX PRIWLEˆENA TEORIQ RAS[IRENIQ FUNKCIONALOW (TEORIQ OBOB]EN-

NYH FUNKCIJ). oDNAKO, W OTLIˆIE OT SLUˆAQ PERENORMIROWOK, WOZNIKA@]IJ PRI “TOM

PROIZWOL DOLVEN BYTX POLNOSTX@ USTRANEN, POSKOLXKU ISHODNYJ INTEGRAL DO RAZLOVE-
NIQ BYL HORO[O OPREDELEN (PO NA[EMU PREDPOLOVENI@) I EGO RAZLOVENIE NE SODERVALO

NIKAKIH NEOPREDELENNOSTEJ1 . oB]IJ RECEPT SNQTIQ PROIZWOLA W TAKIH ZADAˆAH IZLOVEN

W [9]. oDNAKO W NEKOTORYH SLOVNYH SLUˆAQH, WKL@ˆA@]IH WYˆISLENIE POSLEDOWATELXNYH

INTEGRALOW, EGO OKAZYWAETSQ NEDOSTATOˆNO. nAPRIMER, METOD RABOT [9] NE POZWOLQET OPRE-
DELITX RAZLOVENIE INTEGRALA PO PARAMETRU, ESLI W REZULXTATE INTEGRAL SAM STANOWITSQ

SINGULQRNOJ FUNKCIEJ PO DRUGIM PARAMETRAM, KOTORYE, W SWO@ OˆEREDX, RASSMATRIWA@TSQ

KAK PEREMENNYE POSLEDU@]EGO INTEGRIROWANIQ.

sITUACIQ STANOWITSQ E]E BOLEE SLOVNOJ, ESLI POD ZNAKOM INTEGRALA WOZNIKAET PRO-
IZWEDENIE SINGULQRNYH FUNKCIJ. iMENNO TAKAQ SITUACIQ REALIZUETSQ W SLUˆAE PARNOGO

(MNOVESTWENNOGO) ROVDENIQ I RASPADA NESTABILXNYH ˆASTIC, KOGDA PROCESS OPISYWAETSQ

S ISPOLXZOWANIEM RAZLOVENIQ PO KONSTANTE SWQZI BREJT-WIGNEROWSKIH FAKTOROW, STOQ]IH

W WEROQTNOSTI (NE W AMPLITUDE) [10,11,12]. kAK BYLO OTMEˆENO W [12], W “TOM SLUˆAE UVE

W TRETXEM PORQDKE RAZLOVENIQ WOZNIKAET PROIZWEDENIE ˆLENOW S PRESKRIPCIEJ GLAWNOGO

ZNAˆENIQ (VP ), PRIDANIE SMYSLA KOTOROMU QWLQETSQ NETRIWIALXNOJ ZADAˆEJ.

cELX NASTOQ]EJ RABOTY SOSTOIT W TOM, ˆTOBY RAZOBRATXSQ W UKAZANNOJ WY[E SI-
TUACII. w BOLEE UZKOM SMYSLE USILIQ BUDUT NAPRAWLENY NA TO, ˆTOBY PRIDATX SMYSL

TAKIM WYRAVENIQM, KAK INTEGRAL W SMYSLE VP OT SINGULQRNOJ FUNKCII ILI OT PRO-
IZWEDENIQ SINGULQRNYH FUNKCIJ, W SLUˆAE, KOGDA INTEGRAL SAM QWLQETSQ SINGULQRNOJ

FUNKCIEJ PARAMETROW, PO KOTORYM DOLVNO BYTX WYPOLNENO INTEGRIROWANIE. pROBLEMA

SNQTIQ PROIZWOLA, WOZNIKA@]EGO PRI DOOPREDELENII TAKIH INTEGRALOW, BUDET RE[ATXSQ

PUTEM NALOVENIQ OˆENX PROSTYH DOPOLNITELXNYH USLOWIJ, ZAWEDOMO WYPOLNQ@]IHSQ W

REALXNYH PRILOVENIQH, STOQ]IH ZA DANNOJ RABOTOJ. (aNALIZ PROBLEMY I PROWEDENIE

WYˆISLENIJ NEPOSREDSTWENNO W KONTEKSTE UPOMQNUTYH PRILOVENIJ SM. W POSLEDU@]IH

RABOTAH AWTORA.)
sTRUKTURA RABOTY SLEDU@]AQ. w PERWOM RAZDELE MY NAJDEM RE[ENIE PROBLEMY OPRE-

DELENIQ INTEGRALA W SLUˆAE, KOGDA PODYNTEGRALXNAQ FUNKCIQ SODERVIT ODINOˆNU@ SINGU-
LQRNOSTX, REGULQRIZOWANNU@ W SMYSLE VP , I SAM INTEGRAL QWLQETSQ SINGULQRNOJ FUNKCI-

EJ PARAMETROW INTEGRIROWANIQ. rAZDEL 2 POSWQ]EN DOOPREDELENI@ INTEGRALA, SODERVA]E-
GO PROIZWEDENIE DWUH VP -SINGULQRNOSTEJ. w RAZDELE 3 MY DEMONSTRIRUEM “FFEKTIWNOSTX

RAZRABOTANNYH METODOW NA KONKRETNOM NETRIWIALXNOM PRIMERE WYˆISLENIQ INTEGRALA.
w RAZDELE 4 MY POLUˆIM OBOB]ENIE REZULXTATOW NA SLUˆAJ PROIZWEDENIQ TREH, ˆETY-

REH I BOLX[EGO ˆISLA VP -SINGULQRNOSTEJ W PODYNTEGRALXNOJ FUNKCII. w zAKL@ˆENII

UKAZYWA@TSQ OSNOWNYE REZULXTATY RABOTY.

1
zADAˆA ASIMPTOTIˆESKOGO RAZLOVENIQ POD ZNAKOM INTEGRALA WOZNIKAET W TEH SLUˆAQH, KOGDA PO TEH-

NIˆESKIM PRIˆINAM INTEGRAL NE MOVET BYTX WYˆISLEN, NO TREBUETSQ IMENNO RAZLOVENIE INTEGRALA PO

PARAMETRU.
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1. iNTEGRAL OT ODINOˆNOGO VP -POL@SA KAK OBOB]ENNAQ FUNKCIQ

PARAMETROW INTEGRIROWANIQ

rASSMOTRIM INTEGRAL OT VP S PEREMENNYM (WERHNIM) PREDELOM INTEGRIROWANIQ:

Fn(y) =

y∫
−∞

dx VP
1

xn
u(x, y) . (1)

zDESX u(x, y) — WESOWAQ FUNKCIQ, OBYˆNO NAZYWAEMAQ OSNOWNOJ [2,3,4,5]. pREDPOLAGAETSQ,
ˆTO PO OBOIM ARGUMENTAM ONA OTLIˆNA OT NULQ TOLXKO W OGRANIˆENNOJ OBLASTI PROSTRAN-

STWA, A TAKVE KONEˆNA I DIFFERENCIRUEMA NUVNOE ˆISLO RAZ.
pRI POMO]I FORMULY DLQ GLAWNOGO ZNAˆENIQ POL@SA STEPENI n,

VP
1

xn
=
(−)n−1
(n−1)!

dn

dxn
ln(|x|) , (2)

RASSMATRIWAEMOJ WKUPE S PREDPISANIEM BRATX INTEGRAL METODOM “INTEGRIROWANIQ PO

ˆASTQM” [3,4,5], POLUˆIM

Fn(y) = (3)

1

(n−1)!

− y∫
−∞

dx ln(|x|) u(n)(x, y) + ln(|y|) u(n−1)(y, y)−
n−1∑
k=1

(k−1)! 1
yk
u(n−k−1)(y, y)

 .
zDESX u(k)(x, y) ≡ ∂k/∂xk u(x, y),
u(k)(y, y) ≡ ∂k/∂xk u(x, y)|x=y.
wYRAVENIE (3) OPREDELQET FUNKCI@ Fn(y) PRI L@BOM y �= 0. w TOˆKE y = 0 ZNAˆENIE

Fn(y) NE OPREDELENO, POSKOLXKU PRI n = 1 WYRAVENIE (3) SODERVIT LOGARIFMIˆESKU@

OSOBENNOSTX, A PRI n > 1 — STEPENNU@. sOOTWETSTWENNO, PRI n = 1 FUNKCIQ Fn(y)
INTEGRIRUEMA W OKRESTNOSTI y = 0, A PRI n ≥ 2 ONA NE QWLQETSQ TAKOWOJ W OBYˆNOM

SMYSLE. tEM NE MENEE, TOLKOWANIE FUNKCII Fn(y) MOVET BYTX RAS[IRENO TAKIM OBRAZOM,
ˆTOBY ONA STALA INTEGRIRUEMOJ W SMYSLE OBOB]ENNYH FUNKCIJ. nEOBHODIMOSTX W TAKOJ

OPERACII WOZNIKAET, ESLI W KONTEKSTE RASSMATRIWAEMOJ ZADAˆI FUNKCIQ Fn(y) DOLVNA

BYTX DALEE PROINTEGRIROWANA PO y.

rECEPTURNO RE[ENIE WOPROSA O RAS[IRENII TOLKOWANIQ FUNKCII, SODERVA]EJ POL@S

PO PEREMENNOJ INTEGRIROWANIQ, SWODITSQ K TOMU, ˆTO POL@S SLEDUET PONIMATX W SMYSLE

GLAWNOGO ZNAˆENIQ, NO ODNOWREMENNO K NEMU DOLVEN BYTX DOBAWLEN FUNKCIONAL, SOSREDO-
TOˆENNYJ W TOˆKE SINGULQRNOSTI POL@SA. uKAZANNYJ FUNKCIONAL DOLVEN PREDSTAWLQTX

SOBOJ SUMMU DELXTA-FUNKCII I EE PROIZWODNYH S PROIZWOLXNYMI KO“FFICIENTAMI TAKIM

OBRAZOM, ˆTOBY STEPENX STAR[EJ PROIZWODNOJ DELXTA-FUNKCII BYLA NA EDINICU MENX[E

STEPENI SINGULQRNOSTI POL@SA [4] (STEPENX STAR[EJ PROIZWODNOJ OPREDELQETSQ ˆISLOM

NEOBHODIMYH WYˆITANIJ W OSNOWNOJ FUNKCII, POSLE KOTORYH INTEGRAL STANOWITSQ OPRE-
DELENNYM W OBYˆNOM SMYSLE). w SLUˆAE FORMULY (3) RE[ENIE SOSTOIT W ZAMENE KAVDOGO

POL@SA 1/yk NA VP (1/yk) +
∑k−1
l=0 Cl δ

(l)(y), GDE Cl — KO“FFICIENTY, OPISYWA@]IE PARA-
METRIˆESKIJ PROIZWOL.

dALEE MY POKAVEM, ˆTO PROIZWOL W FORMULE (3), WOZNIKA@]IJ PRI DOOPREDELENII

POL@SOW, MOVET BYTX POLNOSTX@ USTRANEN PUTEM NALOVENIQ TREBOWANIQ NEZAWISIMOSTI

REZULXTATA INTEGRIROWANIQ OT PORQDKA WYˆISLENIQ POWTORNYH INTEGRALOW. w SU]NOSTI,
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“TO TREBOWANIE OZNAˆAET “KWIWALENTNOSTX REZULXTATA POWTORNOGO INTEGRIROWANIQ REZULX-
TATU KRATNOGO INTEGRIROWANIQ. (rAZUMEETSQ, UKAZANNOE TREBOWANIE NELXZQ RASSMATRIWATX

KAK EDINSTWENNO WOZMOVNOE. nO ONO ESTESTWENNO WOZNIKAET PRI RE[ENII DOSTATOˆNO [I-
ROKOGO KRUGA ZADAˆ.)

iTAK, OBRATIMSQ K ISHODNOJ FORMULE (1) I RASSMOTRIM FUNKCIONAL F̃n[u], ZADANNYJ

FORMULOJ POWTORNOGO INTEGRIROWANIQ:

F̃n[u] =
∫ ∞
−∞

dy

∫ y
−∞

dx VP
1

xn
u(x, y) . (4)

nA[A ZADAˆA — OPREDELITX “TOT FUNKCIONAL TAKIM OBRAZOM, ˆTOBY ON BYL RAWEN KRAT-
NOMU INTEGRALU2 ∫ ∞∫

−∞

dx dy VP
1

xn
θ(y − x) u(x, y) , (5)

ILI VE FUNKCIONALU, OPREDELENNOMU PODOBNYM OBRAZOM, NO S PROTIWOPOLOVNYM PORQDKOM

POWTORNOGO INTEGRIROWANIQ:

Fn[u] =
∫ ∞
−∞

dx VP
1

xn

∫ ∞
x

dy u(x, y) . (6)

sLEDUET PODˆERKNUTX, ˆTO W OTLIˆIE OT (4) FUNKCIONAL (6) QWLQETSQ HORO[O OPREDE-
LENNYM, POSKOLXKU INTEGRAL PO dy W FORMULE (6) OPREDELQET FUNKCI@ IZ PROSTRANSTWA

OSNOWNYH FUNKCIJ ODNOGO PEREMENNOGO, ESLI u(x, y) PRINADLEVIT PROSTRANSTWU OSNOWNYH

FUNKCIJ DWUH PEREMENNYH.
wOSPOLXZOWAW[ISX OPREDELENIEM GLAWNOGO ZNAˆENIQ (2), POLUˆIM POSLE PROWEDENIQ

OˆEWIDNYH WYˆISLENIJ

Fn[u] = −
1

(n−1)!

∞∫
−∞

dx ln(|x|)


∞∫
x

dy
dn

dxn
u(x, y)−

n−1∑
k=0

dk

dxk

[
∂ n−k−1

∂xn−k−1
u(x, y)

]
|y=x

 . (7)

w FORMULE (7) WSE INTEGRALY PONIMA@TSQ W SOBSTWENNOM SMYSLE I SHODQTSQ. pO“TOMU

MY MOVEM POMENQTX PORQDOK INTEGRIROWANIQ W PERWOM SLAGAEMOM. wO WTOROM SLAGAEMOM

WWEDEM PEREOBOZNAˆENIE x NA y. w REZULXTATE POLUˆIM

Fn[φ] = −
1

(n−1)!

∞∫
−∞

dy


y∫

−∞

dx ln(|x|) d
n

dxn
u(x, y)− ln(|y|)

n−1∑
k=0

dk

dyk

[
∂ n−k−1

∂xn−k−1
u(x, y)

]
|x=y

 . (8)
2
wWEDENIE FORMULY (5) MOVNO RASSMATRIWATX KAK “WRISTIˆESKIJ PRIEM, POLEZNYJ DLQ PEREHODA K FOR-

MULE (6). tEM NE MENEE, WYRAVENI@ (5) MOVNO PRIDATX I WPOLNE OPREDELENNYJ MATEMATIˆESKIJ SMYSL.
dEJSTWITELXNO, POSKOLXKU SINGULQRNU@ OBOB]ENNU@ FUNKCI@ MOVNO PREDSTAWITX W WIDE NESOBSTWENNOGO

PREDELA PO PARAMETRU OT OBYˆNOJ FUNKCII, INTEGRAL W FORMULE (5) MOVNO TRAKTOWATX KAK OBYˆNYJ KRAT-
NYJ INTEGRAL, POSLE WYˆISLENIQ KOTOROGO PODRAZUMEWAETSQ PREDELXNYJ PEREHOD. fORMULY (5) I (6) S TOˆKI

ZRENIQ TAKOGO PODHODA QWLQ@TSQ “KWIWALENTNYMI. wMESTE S “TIM FUNKCIONAL (4) OSTAETSQ NEOPREDELENNYM,
POSKOLXKU SNQTIE “PROMEVUTOˆNOJ REGULQRIZACII” (OSU]ESTWLENIE PREDELXNOGO PEREHODA) DO WYˆISLENIQ

INTEGRALA PO dy PRIWODIT K BESSMYSLENNOMU WYRAVENI@. w SU]NOSTI, MY DOOPREDELQEM FUNKCIONAL (4)
PUTEM NALOVENIQ TREBOWANIQ SNQTIQ “PROMEVUTOˆNOJ REGULQRIZACII” POSLE WYˆISLENIQ WSEH POWTORNYH

INTEGRALOW.
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s UˆETOM (2) POSLEDN@@ FORMULU MOVNO PREDSTAWITX TAKVE W WIDE

Fn[φ] = −
1

(n−1)!

∞∫
−∞

dy


y∫

−∞

dx ln(|x|) d
n

dxn
φ(x, y)

− ln(|y|) ∂
n−1

∂xn−1
φ(x, y)|x=y +

n−1∑
k=1

(k−1)! VP 1
yk
∂ n−k−1

∂xn−k−1
φ(x, y)|x=y

}
. (9)

nETRUDNO UWIDETX, ˆTO WYRAVENIE W FIGURNYH SKOBKAH W (9) SOWPADAET S WYRAVENIEM,

STOQ]IM W PRAWOJ ˆASTI FORMULY (3) S ZAMENOJ POL@SOW PROSTO NA VP OT POL@SOW I BEZ

DOBAWLENIQ δ-FUNKCIJ I EE PROIZWODNYH.

iTAK, MY POKAZALI, ˆTO TREBOWANIE NEZAWISIMOSTI REZULXTATA POWTORNOGO INTEGRIRO-
WANIQ VP OT PORQDKA WYˆISLENIQ INTEGRALOW (TREBOWANIE “KWIWALENTNOSTI POWTORNOGO I

KRATNOGO INTEGRIROWANIQ) PRIWODIT K TOMU, ˆTO POL@SA, WOZNIKA@]IE PRI WYPOLNENII

PERWOGO INTEGRIROWANIQ W POWTORNOM INTEGRALE, SLEDUET PONIMATX W SMYSLE GLAWNOGO

ZNAˆENIQ. w SLUˆAE, KOGDA OBA PREDELA INTEGRIROWANIQ QWLQ@TSQ PEREMENNYMI I KO-

GDA VP ZAPISYWAETSQ SO SDWINUTYM ARGUMENTOM, NETRUDNO POLUˆITX SLEDU@]U@ OB]U@

FORMULU:

b∫
a

dx VP
1

(x−y)n u(x, . . .) =

1

(n−1)!

−
b∫
a

dx ln(|x−y|) u(n)(x, . . .) + ln(|b−y|) u(n−1)(b, . . .)− ln(|a−y|) u(n−1)(a, . . .)

−
n−1∑
k=1

(k−1)!
[
VP

1

(b−y)k u
(n−k−1)(b, . . .)− VP 1

(a−y)k u
(n−k−1)(a, . . .)

]}
. (10)

zDESX u(x, . . .) ≡ u(x, y, a, b) I WERHNIJ INDEKS W SKOBKAH PRI u OZNAˆAET ˆASTNU@ PROIZ-

WODNU@ SOOTWETSTWU@]EGO PORQDKA PO PERWOMU ARGUMENTU. w SLUˆAE, KOGDA SLEDU@]EE

INTEGRIROWANIE WYPOLNQETSQ PO dy, FORMULU (10) UDOBNO ZAPISATX W WIDE

b∫
a

dx VP
1

(x−y)n u(x, . . .) = −
1

(n−1)!

b∫
a

dx ln(|x−y|) u(n)(x, . . .)

+
1

(n−1)!

n−1∑
k=0

[
dk

dyk
ln(|b−y|) u(n−k−1)(b, . . .)− dk

dyk
ln(|a−y|) u(n−k−1)(a, . . .)

]
. (11)

zDESX PROIZWODNYE PO y PONIMA@TSQ W SMYSLE OBOB]ENNYH FUNKCIJ, T.E. ONI DOLVNY BYTX

PEREBRO[ENY PO PRAWILU “INTEGRIROWANIQ PO ˆASTQM” PRI POSLEDU@]EM INTEGRIROWANII

PO y.
fORMULY (10) I (11) DOPUSKA@T RAZLIˆNYE WARIANTY NAPISANIQ W RAZNYH SPECIALXNYH

ˆASTNYH SLUˆAQH. nAPRIMER, ESLI W OSNOWNOJ FUNKCII u ZAWISIMOSTX OT y MOVET BYTX

WYDELENA W WIDE OTDELXNOGO FAKTORA φ(y), TO IMEET MESTO SLEDU@]AQ PROSTAQ FORMULA:

b∫
a

dx VP
1

(x−y)n u(x, a, b) φ(y) = −
1

(n−1)! φ(y)
dn

dyn

b∫
a

dx ln(|x−y|) u(x, a, b) . (12)
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zDESX PROIZWODNYE PO y PONIMA@TSQ OPQTX W SMYSLE OBOB]ENNYH FUNKCIJ. w SPRAWED-
LIWOSTI FORMULY (12) MOVNO UBEDITXSQ PUTEM SRAWNENIQ REZULXTATA, WOZNIKA@]EGO W

REZULXTATE PRIMENENIQ (11) K LEWOJ ˆASTI FORMULY, S TEM REZULXTATOM, KOTORYJ WOZ-
NIKAET W PRAWOJ ˆASTI (12) POSLE SDWIVKI PEREMENNOJ INTEGRIROWANIQ x → x + y I

WYPOLNENIQ DALEE PRQMYH WYˆISLENIJ KAK W OBYˆNYM INTEGRALE.
dRUGIM WAVNYM SLEDSTWIEM FORMULY (10) QWLQETSQ SLUˆAJ, KOGDA FUNKCIQ u NE

ZAWISIT OT PEREMENNOJ x W PREDELAH INTEGRIROWANIQ (a . . . b). w “TOM SLUˆAE PRI n = 1
POLUˆIM

b∫
a

dx VP
1

x− y u(y, a, b) = u(y, a, b)
[
ln(|b− y|)− ln(|a− y|)

]
. (13)

pRI n ≥ 2 POLUˆIM

b∫
a

dx VP
1

(x− y)n u(y, a, b) = −
u(y, a, b)

n−1

[
VP

1

(b− y)n−1 − VP
1

(a− y)n−1
]
. (14)

nAPOMNIM E]E RAZ, ˆTO W FORMULAH (10)-(14) WELIˆINY y, a, b (ILI, PO KRAJNEJ MERE,
NEKOTORYE IZ NIH) RASSMATRIWA@TSQ KAK PEREMENNYE POSLEDU@]EGO INTEGRIROWANIQ, A NE

KAK PARAMETRY. w SLUˆAE, ESLI UKAZANNYE WELIˆINY RASSMATRIWA@TSQ KAK PARAMETRY,
SIMWOL VP W PRAWYH ˆASTQH UKAZANNYH FORMUL DOLVEN BYTX OPU]EN, I POLUˆENNYE FOR-

MULY IME@T SMYSL TOLXKO PRI NESOWPADA@]IH ARGUMENTAH, WSTREˆA@]IHSQ POD ZNAKOM

LOGARIFMA I/ILI W POL@SAH.

2. pROIZWEDENIE DWUH VP

rASSMOTRIM TEPERX INTEGRAL S BOLEE SLOVNOJ STRUKTUROJ, A IMENNO, SODERVA]IJ

PROIZWEDENIE DWUH VP -POL@SOW:

b∫
a

dx VP
1

(x−z1)n1
VP

1

(x−z2)n2
u(x, . . .) . (15)

k SOVALENI@, FORMULY PREDYDU]EGO RAZDELA NE POZWOLQ@T PRIDATX SMYSL WYRAVENI@

(15), POSKOLXKU PRI z1 = z2 NEOPREDELENNYM OKAZYWAETSQ SAMO PODYNTEGRALXNOE WYRAVE-
NIE, SODERVA]IE PROIZWEDENIE SINGULQRNYH FUNKCIJ. tEM NE MENEE, METOD PREDYDU]EGO

RAZDELA, W PRINCIPE, MOVET BYTX PRIMENEN I W “TOJ SITUACII. dEJSTWITELXNO, MY MOVEM

SNAˆALA OPREDELITX INTEGRAL (15) W PREDPOLOVENII, ˆTO z1 I z2 QWLQ@TSQ PARAMETRAMI

INTEGRIROWANIQ NE RAWNYMI DRUG DRUGU. w REZULXTATE POLUˆIM SINGULQRNU@ FUNKCI@

z1 I z2. dALEE, MY MOVEM RAS[IRITX EE TOLKOWANIE W SMYSLE OBOB]ENNYH FUNKCIJ.

dLQ SNQTIQ WOZNIKA@]EGO PRI “TOM PROIZWOLA PEREJDEM K POSLEDOWATELXNOMU INTEGRALU

TROJNOJ KRATNOSTI, WKL@ˆA@]EMU INTEGRIROWANIE PO z1 I z2, I OPREDELIM EGO PUTEM

NALOVENIQ USLOWIQ NEZAWISIMOSTI REZULXTATA OT PORQDKA INTEGRIROWANIQ. (sLEDUET WOS-
POLXZOWATXSQ TEM SWOJSTWOM, ˆTO INTEGRAL HORO[O OPREDELEN, ESLI SNAˆALA WYPOLNQETSQ

INTEGRIROWANIE PO z1 I z2, I TOLXKO ZATEM PO x.)
uKAZANNYJ SPOSOB, ODNAKO, W SLUˆAE DWUH POL@SOW OKAZYWAETSQ SLI[KOM GROMOZDKIM

I EDWA LI MOVET BYTX OPRAWDANNYM, OSOBENNO ESLI POD ZNAKOM INTEGRALA WSTREˆAETSQ
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BOLX[EE ˆISLO VP . pO“TOMU WOSPOLXZUEMSQ “OBHODNYM MANEWROM”, OSNOWANNYM NA NEZA-
WISIMOM DOOPREDELENII PROIZWEDENIQ DWUH VP . (pODˆERKNEM E]E RAZ, ˆTO NEOBHODIMOSTX

OBRA]ENIQ K INTEGRALU (15), A NE SRAZU K TROJNOMU INTEGRALU S DRUGIM PORQDKOM IN-
TEGRIROWANIQ, OB˙QSNQETSQ TEM, ˆTO W NEKOTORYH PRILOVENIQH IMENNO TAKOJ PORQDOK

INTEGRIROWANIQ OBESPEˆIWAET RE[AEMOSTX ZADAˆI.)
rASSMOTRIM SNAˆALA SLUˆAJ n1 = n2 = 1, I RASSMOTRIM PRI x �= z1, x �= z2, z1 �=

z2 SLEDU@]U@ FORMULU S PROSTYMI POL@SAMI, PONIMAEMYMI W SMYSLE “LEMENTARNYH

FUNKCIJ:
1

x− z1
1

x− z2
=

1

z1 − z2

[
1

x − z1
− 1

x− z2

]
. (16)

wYRAVENIQ W PRAWOJ I LEWOJ ˆASTQH FORMULY (16) MOVNO SˆITATX TAKVE FUNKCIONALAMI,
OPREDELENNYMI NA PROSTRANSTWE OSNOWNYH FUNKCIJ, OBRA]A@]IHSQ W NULX PRI SOWPA-

DENII L@BOJ PARY ARGUMENTOW. nA TAKOM PROSTRANSTWE MEVDU OBOIMI FUNKCIONALAMI

PO-PREVNEMU SU]ESTWUET RAWENSTWO (16).
pOSTAWIM TEPERX ZADAˆU O RAS[IRENII FUNKCIONALOW NA WSE PROSTRANSTWO OSNOWNYH

FUNKCIJ. rE[ENIE PROWEDEM W DWA “TAPA. sNAˆALA DOOPREDELIM KAVDYJ IZ POL@SOW PO

OTDELXNOSTI PUTEM PRIPISYWANIQ EMU VP I DOBAWLENIQ SOOTWETSTWU@]EJ δ-FUNKCII S

PROIZWOLXNYM KO“FFICIENTOM. dALEE DOOPREDELIM PROIZWEDENIE VP -POL@SOW. dLQ RE[E-
NIQ “TOJ WTOROJ ZADAˆI WOSPOLXZUEMSQ TEM ZAMEˆATELXNYM SWOJSTWOM FORMULY (16), ˆTO

LEWAQ EE ˆASTX MOVET BYTX ESTESTWENNO OPREDELENA KAK PROIZWEDENIE DWUH VP , ESLI SNA-
ˆALA PODRAZUMEWAETSQ INTEGRIROWANIE PO dz1 I/ILI dz2 I TOLXKO POTOM PO dx, A PRAWAQ

ˆASTX S PRIPISANNYM VP K KAVDOMU POL@SU OPREDELENA NAOBOROT PRI USLOWII, ˆTO SNAˆA-
LA PREDPOLAGAETSQ INTEGRIROWANIE PO dx. nAZOWEM PORQDOK INTEGRIROWANIQ REGULQRNYM,

ESLI ON SOWPADAET S UKAZANNYM WY[E, I NEREGULQRNYM W PROTIWNOM SLUˆAE. w REZULXTATE

POLUˆAEM, ˆTO PRAWAQ ˆASTX FORMULY MOVET SLUVITX OPREDELENIEM EE LEWOJ ˆASTI PRI NE-
REGULQRNOM PORQDKE INTEGRIROWANIQ, A LEWAQ ˆASTX FORMULY W ANALOGIˆNOM SLUˆAE MOVET

SLUVITX OPREDELENIEM EE PRAWOJ ˆASTI. w OBOIH SLUˆAQH OPERACI@ PRIRAWNIWANIQ ODNOJ

ˆASTI FORMULY K DRUGOJ SLEDUET TRAKTOWATX KAK RAS[IRENIE LINEJNOGO NEPRERYWNOGO

FUNKCIONALA. kAK UKAZYWALOSX WY[E, TAKAQ OPERACIQ NE QWLQETSQ ODNOZNAˆNOJ I MOVET

IMETX OPREDELENNYJ SMYSL TOLXKO S TOˆNOSTX@ DO DOBAWLENIQ FUNKCIONALA, SOSREDOTOˆEN-

NOGO W TOˆKE SINGULQRNOSTI (NEOPREDELENNOSTI) ISHODNOGO NERAS[IRENNOGO FUNKCIONALA.
w NA[EM SLUˆAE “TO OZNAˆAET NEOBHODIMOSTX DOBAWLENIQ PROIZWEDENIQ DWUH δ-FUNKCIJ S

PROIZWOLXNYM KO“FFICIENTOM K ODNOJ IZ ˆASTEJ POLUˆA@]EGOSQ SOOTNO[ENIQ3. nIVE MY

UKAZYWAEM REZULXTAT, POLUˆENNYJ S UˆETOM SIMMETRII PRI PROˆTENII FORMULY SLEWA

NAPRAWO:

VP
1

x− z1
VP

1

x− z2
=
def
VP

1

z1 − z2

[
VP

1

x− z1
− VP 1

x− z2

]
(17)

+VP
C1
z1 − z2

[
δ(x− z1)− δ(x− z2)

]
+ C2 δ(x− z1)δ(x− z2) .

3
iZLOVENIE OB]EJ TEORII WOPROSA O RAS[IRENII LINEJNYH NEPRERYWNYJ FUNKCIONALOW (O REGULQRIZA-

CII SINGULQRNYH FUNKCIJ), A TAKVE ILL@STRACII MNOGOˆISLENNYMI PRIMERAMI MOVNO NAJTI W [4] I [5]. w
KONTEKSTE RASSMATRIWAEMOJ ZDESX ZADAˆI UMESTNO SRAWNENIE S TEORIEJ PERENORMIROWOK W TEORII POLQ: ZAMENA

PROSTYH POL@SOW NA VP OT POL@SOW I DOBAWLENIE K NIM δ-FUNKCII SOOTWETSTWUET UDALENI@ RASHODIMOSTEJ

I WOZNIKNOWENI@ PROIZWOLA W PROCESSE PERENORMIROWKI WO “WNUTRENNIH” ˆASTQH DIAGRAMMY; DOOPREDELE-
NIE PROIZWEDENIQ DWUH VP I DOBAWLENIE PROIZWEDENIQ δ-FUNKCIJ SOOTWETSTWUET UDALENI@ RASHODIMOSTEJ I

POQWLENI@ PROIZWOLA “POWERHNOSTNOGO” TIPA (SM. §29 MONOGRAFII [1]).
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zDESX NEOBHODIMO SDELATX SLEDU@]IE ZAMEˆANIQ. wO-PERWYH, MY NE UKAZALI WKLAD δ-

FUNKCII, DOBAWLENNOJ K VP (z1−z2)−1 W PRAWOJ ˆASTI FORMULY, POSKOLXKU ON OBRA]AETSQ

W NULX W SILU ZANULENIQ WYRAVENIQ W KWADRATNYH SKOBKAH PRI z1 = z2. wO-WTORYH, MY

NE UKAZALI TAKVE QWNO WKLADY δ-FUNKCIJ, DOBAWLENNYH K ODINOˆNYM POL@SAM W LEWOJ

ˆASTI(17), POSKOLXKU W SILU SIMMETRII STRUKTURA SOOTWETSTWU@]IH WKLADOW SOWPADAET SO

STRUKTUROJ WTOROGO ˆLENA W PRAWOJ ˆASTI FORMULY I, SLEDOWATELXNO, UPOMQNUTYE WKLADY

POGLO]AETSQ UKAZANNYM WTORYM ˆLENOM W PRAWOJ ˆASTI FORMULY. nAKONEC, PROIZWEDENIE

δ-FUNKCIJ W PRAWOJ ˆASTI (17) MY POLAGAEM OPREDELENNYM TAKIM OBRAZOM, ˆTO REZULXTAT

EGO INTEGRIROWANIQ NE ZAWISIT OT POSLEDOWATELXNOSTI WYˆISLENIQ INTEGRALOW. uKAZANNOE

TREBOWANIE PODRAZUMEWAET, ˆTO δ(x− z1)δ(x− z2) = δ(z1− z2)δ(x− z2) = δ(z1− z2)δ(x− z1).
pRI “TOM USLOWII FORMULA (17) MOVET BYTX PROˆTENA W OBRATNOM NAPRAWLENII, T.E.
SPRAWA NALEWO, I W “TOM SLUˆAE WSE ˆLENY S δ-FUNKCIQMI PERENOSITSQ W LEWU@ ˆASTX

SOOTNO[ENIQ.
zNAˆENIE KO“FFICIENTA C1 W FORMULE (17) MOVNO OPREDELITX PUTEM NALOVENIQ USLOWIQ

SAMOSOGLASOWANNOSTI FORMULY PRI REKURSIWNOM EE ISPOLXZOWANII. a IMENNO, POTREBUEM

NEIZMENNOSTI WIDA FORMULY PRI RASKRYTII KWADRATNYH SKOBOK W PRAWOJ EE ˆASTI I

DOOPREDELENII WOZNIKA@]IH PROIZWEDENIJ VP PRI POMO]I SAMOJ VE FORMULY (17). w

REZULXTATE POLUˆIM

C1 = 0 . (18)

zNAˆENIE KO“FFICIENTA C2 PRI “TOM OSTAETSQ NEOPREDELENNYM, T.E. EGO NE UDAETSQ ZAFIK-

SIROWATX, ISHODQ IZ SOOBRAVENIJ SIMMETRII. tAKIM OBRAZOM, OPREDELENIE C2 WOZMOVNO

TOLXKO PUTEM NALOVENIQ KAKOGO-LIBO DOPOLNITELXNOGO USLOWIQ. w KAˆESTWE TAKOGO USLOWIQ

NALOVIM TREBOWANIE NEZAWISIMOSTI REZULXTATA INTEGRIROWANIQ OT PORQDKA WYˆISLENIQ

POWTORNYH INTEGRALOW OT PRAWOJ ˆASTI FORMULY (17). w SLUˆAE NEREGULQRNOGO PORQDKA

INTEGRIROWANIQ “TO USLOWIE POZWOLIT ZAFIKSIROWATX ZNAˆENIE KO“FFICIENTA C2 PUTEM

PRIRAWNIWAQ REZULXTATA K REZULXTATU, POLUˆENNOMU PRI REGULQRNOM PORQDKE WYˆISLE-

NIQ INTEGRALOW. pRO]E WSEGO “TO SDELATX NA OSNOWE PRQMYH WYˆISLENIJ, PROWEDENNYH

PRI KAKOM-LIBO SPECIALXNOM WYBORE OSNOWNOJ FUNKCII. pROSTEJ[IM WYBOROM QWLQETSQ

INTEGRAL S EDINIˆNOJ WESOWOJ FUNKCIEJ, OPREDELENNYJ W KONEˆNYH PREDELAH.

iTAK, RASSMOTRIM SLEDU@]IJ POSLEDOWATELXNYJ INTEGRAL TROJNOJ KRATNOSTI:

I x,z1,z2 =
1∫
0

dx

1∫
0

dz1

1∫
0

dz2 VP
1

x−z1
VP

1

x−z2
. (19)

pRQMOE EGO WYˆISLENIE S ISPOLXZOWANIEM (13) PRIWODIT K REZULXTATU

I x,z1,z2 =
1

3
π2 . (20)

s DRUGOJ STORONY, OPQTX VE PUTEM PRQMYH WYˆISLENIJ NETRUDNO POLUˆITX

I z1,z2,x =
1∫
0

dz1

1∫
0

dz2

1∫
0

dx VP
1

z1 − z2

[
VP

1

x− z1
− VP 1

x− z2

]
= −2

3
π2 . (21)

oTS@DA I IZ FORMULY (17) ZAKL@ˆAEM, ˆTO

C2 = π
2 . (22)
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rEZULXTAT (22) MOVET BYTX POLUˆEN TAKVE NA OSNOWE NESKOLXKO ISKUSNOGO MANIPULI-
ROWANIQ S FORMULOJ sOHOCKOGO. dEJSTWITELXNO, RASSMOTRIM PROIZWEDENIE DWUH PROSTYH

POL@SOW S “PRIˆINNYM” PRAWILOM OBHODA (SM. NIVE, FORMULU (23)). tAKOE PROIZWEDE-
NIE HORO[O OPREDELENO NA RASSMATRIWAEMOM NAMI PROSTRANSTWE OSNOWNYH FUNKCIJ [5]. w

SLUˆAE, ESLI SNAˆALA WYPOLNQETSQ INTEGRIROWANIE PO dz1 I dz2 (S KAKOJ-LIBO OSNOWNOJ

WESOWOJ FUNKCIEJ), K KAVDOMU IZ SOMNOVITELEJ MOVET BYTX PRIMENENA FORMULA sOHOC-
KOGO. w “TOM VE SLUˆAE MY DALEE MOVEM RASKRYTX SKOBKI W POLUˆA@]EMSQ WYRAVENII.

w REZULXTATE IMEEM

1

x− z1 + i0
1

x− z2 + i0
.
= VP

1

x− z1
VP

1

x− z2

− iπ
[
VP

1

x− z1
δ(x− z2) + VP

1

x − z2
δ(x− z1)

]
− π2 δ(x− z1)δ(x− z2) . (23)

zDESX TOˆKA NAD ZNAKOM RAWENSTWA UKAZYWAET NA TO, ˆTO RAWENSTWO IMEET SMYSL TOLXKO

PRI OPREDELENNOM PORQDKE WYˆISLENIQ POSLEDOWATELXNYH INTEGRALOW.

s DRUGOJ STORONY, PRI USLOWII, ˆTO SNAˆALA WYˆISLQETSQ INTEGRAL PO dx, WYRAVENIE

W LEWOJ ˆASTI FORMULY (23) MOVET BYTX PREOBRAZOWANO K WIDU (SM. PERWOE ZAMEˆANIE

POSLE FORMULY (17))

VP
1

z1 − z2

[
1

x− z1 + i0
− 1

x− z2 + i0

]
. (24)

pRIMENIW OPQTX FORMULU sOHOCKOGO I RASKRYWAQ SKOBKI, POLUˆIM

1

x− z1 + i0
1

x− z2 + i0
=.

VP
1

z1 − z2

[
VP

1

x− z1
− VP 1

x− z2

]
− iπ VP 1

z1 − z2

[
δ(x− z1)− δ(x− z2)

]
. (25)

tOˆKA POD ZNAKOM RAWENSTWA W FORMULE (25) UKAZYWAET NA TO, ˆTO ZDESX PREDPOLAGAETSQ

DRUGOJ (OPREDELENNYJ) PORQDOK WYˆISLENIQ POWTORNYH INTEGRALOW.

dALEE, NA OSNOWANII NEZAWISIMOSTI REZULXTATA INTEGRIROWANIQ OT PORQDKA WYˆISLE-
NIQ POSLEDOWATELXNYH INTEGRALOW OT WYRAVENIQ, STOQ]EGO W LEWOJ ˆASTI (23) I (25),

PRIRAWNIWAEM PRAWYE ˆASTI OBEIH FORMUL. w ITOGE WNOWX PRIHODIM K REZULXTATU (22).
iTAK, W OKONˆATELXNOM WARIANTE FORMULA (17) PRINIMAET WID

VP
1

x− z1
VP

1

x− z2
= VP

1

z1 − z2

[
VP

1

x− z1
− VP 1

x− z2

]
+ π2δ(x− z1)δ(x− z2) . (26)

sMYSL FORMULY (26) ZAKL@ˆAETSQ W TOM, PRAWAQ EE ˆASTX OPREDELQET LEWU@ W SLUˆAE

NEREGULQRNOGO PORQDKA WYˆISLENIQ POWTORNYH INTEGRALOW: SNAˆALA PO dx, I TOLXKO ZATEM

PO dz1 I/ILI dz2. oPREDELENIE DANO TAKIM OBRAZOM, ˆTOBY POLUˆIW[IJSQ REZULXTAT

SOWPAL S REZULXTATOM REGULQRNOGO PORQDKA WYˆISLENIQ POWTORNYH INTEGRALOW: SNAˆALA

PO dz1 I/ILI dz2 I TOLXKO POTOM PO dx. (pODˆERKNEM LI[NIJ RAZ, ˆTO PRI NALOVENII

DRUGOGO USLOWIQ ZNAˆENIE KO“FFICIENTA C2 MOVET STATX INYM.)
oBOB]ENIE FORMULY (26) NA SLUˆAJ PROIZWEDENIQ POL@SOW PROIZWOLXNOJ STEPENI LEGKO

POLUˆAETSQ S ISPOLXZOWANIE SOOTNO[ENIQ

VP
1

(x− z1)n1
VP

1

(x− z2)n2
=

1

(n1−1)! (n2−1)!
dn1−1

dzn1−11

dn2−1

dzn2−12

[
VP

1

x− z1
VP

1

x− z2

]
. (27)
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pODSTAWIW (26) W (27), POSLE NESLOVNYH WYˆISLENIJ POLUˆIM

VP
1

(x− z1)n1
VP

1

(x− z2)n2
=

π2

(n1−1)! (n2−1)!
δ(n1−1)(x− z1)δ(n2−1)(x− z2)

+
n1−1∑
k=0

(n2+k−1
k

)
(−)k VP 1

(z1 − z2)n2+k
VP

1

(x− z1)n1−k

+
n2−1∑
k=0

(n1+k−1
k

)
(−)k VP 1

(z2 − z1)n1+k
VP

1

(x− z2)n2−k
. (28)

wOZWRA]AQSX K ISHODNOMU INTEGRALU (15), WWEDENNOMU W SAMOM NAˆALE RAZDELA, MY TE-

PERX WIDIM, ˆTO EGO MOVNO WYˆISLITX PUTEM DOOPREDELENIQ PODYNTEGRALXNOGO WYRAVENIQ

PRI POMO]I FORMULY (28) I ZATEM PRI POMO]I FORMUL PREDYDU]EGO RAZDELA.
w ZAKL@ˆENIE DANNOGO RAZDELA OTMETIM, ˆTO POLUˆENNAQ NAMI FORMULA (26) W SU]-

NOSTI NE QWLQETSQ POLNOSTX@ NOWOJ. w ˆASTNOSTI, W [13] BYL PROWEDEN WYWOD PODOBNOJ

FORMULY, ZAPISANNOJ W TERMINAH SOOTNO[ENIQ MEVDU DWUKRATNYMI POSLEDOWATELXNYMI

INTEGRALAMI, A W RABOTE [14] BYLA UKAZANA (BEZ WYWODA I KOMMENTARIEW) “KWIWALENTNAQ

S TOˆNOSTX@ DO OBOZNAˆENIJ FORMULA. oDNAKO WYWOD W [13], OSNOWANNYJ NA WYˆISLE-

NII USLOWNYH PREDELOW PO PARAMETRU OT OBYˆNYH INTEGRALOW, SU]ESTWENNYM OBRAZOM

OTLIˆAETSQ OT NA[EGO, OSNOWANNOGO NA TEORII RAS[IRENIQ LINEJNYH NEPRERYWNYH FUNK-

CIONALOW. oSNOWNYM PREIMU]ESTWOM NA[EGO WYWODA QWLQETSQ UNIWERSALXNOSTX I GIBKOSTX

PRIMENQEMOGO MATEMATIˆESKOGO APPARATA. —TO NA[LO OTRAVENIE, W ˆASTNOSTI, W WOZMOV-

NOSTI AWTOMATIˆESKOGO OBOB]ENIQ REZULXTATOW NA SLUˆAJ INTEGRALOW L@BOJ KRATNOSTI,
A TAKVE W PREDELXNOJ PROZRAˆNOSTI I KRATKOSTI NAJDENNOGO RE[ENIQ.

3. nETRIWIALXNYJ PRIMER WYˆISLENIQ INTEGRALOW

rASSMOTRIM PRIMER PRIMENENIQ FORMULY (26), BLIZKIJ K TOMU, S ˆEM PRIHODITSQ

IMETX DELO W NEKOTORYH REALXNYH PRILOVENIQH. a IMENNO, RASSMOTRIM INTEGRAL PO

SIMPLEKSU

I(z) =

∫ ∞∫
0

dx dy θ(2 + z − x− y) VP 1

x − 1 VP
1

y − 1 . (29)

sRAZU ZAMETIM, ˆTO PRI z > 0 TOˆKA SINGULQRNOSTI OBOIH POL@SOW {x = 1, y = 1} ZA-

WEDOMO POPADAET W OBLASTX INTEGRIROWANIQ. pRI z < 0 SINGULQRNYM MOVET OKAZATXSQ

TOLXKO ODIN IZ POL@SOW. sLUˆAJ z = 0 QWLQETSQ W NEKOTOROM RODE PEREHODNYM. oDNO-

WREMENNO ON QWLQETSQ SPECIFIˆESKI-SINGULQRNYM, POSKOLXKU PRI z = 0 K SINGULQRNOSTI

PODYNTEGRALXNOJ FUNKCII W (29) DOBAWLQETSQ NEOPREDELENNOSTX, SWQZANNAQ S PRISUTSTWI-

EM θ-FUNKCII. (dRUGIMI SLOWAMI, INTEGRAL (29) PRI z = 0 NUVDAETSQ W DOPOLNITELXNOM

OPREDELENII. wOZMOVNYJ SPOSOB DOOPREDELENIQ UKAZAN W PODSTROˆNOM PRIMEˆANII NA

STR. 4.)

s INTEGRALAMI TIPA (29) PRIHODITSQ STALKIWATXSQ PRI WYˆISLENII WEROQTNOSTEJ

PROCESSOW PARNOGO ROVDENIQ I RASPADA NESTABILXNYH ˆASTIC W PODHODE MODIFICIROWAN-

NOJ TEORII WOZMU]ENIJ (mtw), OSNOWANNOJ NA RAZLOVENII PO KONSTANTE SWQZI BREJT-
WIGNEROWSKIH FAKTOROW, STOQ]IH W WEROQTNOSTI (NE W AMPLITUDE). oBA VP -POL@SA W (29)

PRI “TOM SOOTWETSTWU@T OPREDELENNOMU WKLADU OT PROIZWEDENIQ DWUH BREJT-WIGNEROWSKIH

10



FAKTOROW, WOZNIKA@]EMU W TRETXEM PORQDKE RAZLOVENIQ SEˆENIQ PROCESSA. tOˆKI x = 1
I y = 1 SOOTWETSTWU@T POLOVENI@ MASSOWOJ OBOLOˆKI REZONANSOW. wELIˆINA z SOOT-

WETSTWUET “NERGII “KSKL@ZIWNOGO SEˆENIQ PROCESSA, OTSˆITYWAEMOJ OT POROGA PARNOGO

ROVDENIQ. (sM. RABOTU [12] DLQ USTANOWLENIQ SOOTWETSTWIQ; RASˆETY REALXNYH PROCESSOW

SM. W POSLEDU@]IH RABOTAH AWTORA.)
pREDSTAWIM INTEGRAL (26) W WIDE POWTORNOGO I WOSPOLXZUEMSQ FORMULOJ (13). w RE-

ZULXTATE POLUˆIM

I(z) =

2+z∫
0

dx VP
1

x− 1

2+z−x∫
0

dy VP
1

y − 1 =

2+z∫
0

dx VP
1

x−1 ln |1+z−x| . (30)

k SOVALENI@, PRI z = 0 INTEGRAL (30) NE OPREDELEN. oDNAKO PRI z �= 0 EGO WYˆISLENIE

MOVET BYTX OSU]ESTWLENO W LOB PUTEM RAZDELENIQ OBLASTI INTEGRIROWANIQ NA PODOBLA-
STI. (w BOLEE SLOVNYH SLUˆAQH “TO NE WSEGDA UDAETSQ SDELATX.) oPUSKAQ UTOMITELXNYE

WYˆISLENIQ, SRAZU WYPI[EM REZULXTAT PRI z > 0:

I(z) = 2 dilog
(
1 + z−1

)
+ ln2(z)− π

2

6
, (31)

dilog(z) ≡
∫ z
1

dt
ln(t)

1− t . (32)

dRUGOJ I BOLEE SOWER[ENNYJ SPOSOB WYˆISLENIQ I(z) OSNOWAN NA ZAMENE PEREMENNYH

x+y = ξ, x−y = 2η (ˆEM DOSTIGAETSQ SIMMETRIˆNOSTX “PROHODA” OBLASTI INTEGRIROWANIQ)

I DALEE NA ISPOLXZOWANII FORMULY (26):

I(z) =

2+z∫
0

dξ

ξ/2∫
−ξ/2

dη VP
1

η + ξ/2− 1 VP
−1

η − ξ/2 + 1

=

2+z∫
0

dξ

ξ/2∫
−ξ/2

dη

{
VP

1

ξ − 2

[
VP

1

η + ξ/2− 1 − VP
1

η − ξ/2 + 1

]
− π2 δ(ξ − 2)δ(η)

}

= 2

2+z∫
0

dξ
ln |ξ − 1|
ξ − 2 − π2 θ(z). (33)

pOSLEDNIJ INTEGRAL W (33) MOVET BYTX LEGKO WYˆISLEN PRI L@BOM z. w ˆASTNOSTI, PRI

z > −1 POLUˆIM

I(z) = −2 dilog(1 + z) + π
2

2
− θ(z) . (34)

pRI z > 0 WYRAVENIQ W PRAWYH ˆASTQH (31) I (34) RAWNY DRUG DRUGU W SILU SOOTNO-

[ENIQ

2 dilog
(
1 + z−1

)
+ 2 dilog(1 + z) + ln2(z) +

π2

3
= 0 . (35)

w SPRAWEDLIWOSTI (35) LEGKO UBEDITXSQ PUTEM DIFFERENCIROWANIQ S UˆETOM (32) LEWOJ

EGO ˆASTI I WYˆISLENIQ OTDELXNO ˆASTNOGO ZNAˆENIQ, NAPRIMER, PRI z = 1.
tAKIM OBRAZOM, PRI z > 0 OBA WY[EPRIWEDENNYE WYˆISLENIQ “KWIWALENTNY. tEM NE

MENEE, WTOROJ SPOSOB WYˆISLENIQ INTEGRALA (29) POZWOLQET RE[ITX PROBLEMU “PROHODA”
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OBLASTI POROGA PARNOGO ROVDENIQ NESTABILXNYH ˆASTIC, QWLQ@]U@SQ KAMNEM PRETKNO-
WENIQ S TOˆKI ZRENIQ WYˆISLENIJ RABOTY [12]. (w REALXNYH PRILOVENIQH W TOˆKE z = 0

WOZNIKAET SINGULQRNOSTX, NUVDA@]AQSQ W REGULQRIZACII.) kROME TOGO, W OBLASTQH WNE

POROGA (PRI z �= 0) SAMI WYˆISLENIQ PO WTOROMU SPOSOBU OKAZYWA@TSQ ZNAˆITELXNO BOLEE

PROSTYMI, ˆTO OˆENX WAVNO S TOˆKI ZRENIQ PRAKTIˆESKOJ RE[AEMOSTI ZADAˆI.

4. pROIZWEDENIE NESKOLXKIH VP

rEZULXTATY RAZDELA 2 MOGUT BYTX OBOB]ENY PO INDUKCII NA SLUˆAJ PROIZWEDENIQ

PROIZWOLXNOGO ˆISLA VP -POL@SOW. tAK, PROIZWEDENIE TREH PROSTYH POL@SOW MOVET BYTX

OPREDELENO PUTEM DOMNOVENIQ OBEIH ˆASTEJ FORMULY (26) NA E]E ODIN POL@S. w REZULX-
TATE W PRAWOJ ˆASTI POLUˆIM PROIZWEDENIE NE BOLEE, ˆEM DWUH POL@SOW PO x S PRES-

KRIPCIEJ VP . w SILU (26) TAKOE PROIZWEDENIE QWLQETSQ HORO[O OPREDELENNYM OB˙EKTOM.
dALEE, PUTEM POSLEDOWATELXNOGO PRIMENENIQ FORMULY (26) REZULXTAT MOVNO PRIWESTI K

WIDU SUMMY ODINOˆNYH POL@SOW PO x I ZATEM K POLNOSTX@ SIMMETRIˆNOMU WIDU:

3∏
n=1

VP
1

x− zn
=

3∑
n=1

VP
1

x− zn

∏
k �=n
VP

1

zn − zk
− π

2

3

∏
k �=n
δ(zn − zk) + π2

∏
k �=n
δ(x− zk)

 . (36)

fORMULA DLQ PROIZWEDENIQ ˆETYREH POL@SOW MOVET BYTX POLUˆENA PUTEM DOMNOVENIQ

OBEIH ˆASTEJ FORMULY (36) NA E]E ODIN POL@S, LIBO PUTEM UMNOVENIQ FORMULY (26) SAMU

NA SEBQ. oBA SPOSOBA POSLE PRIWEDENIQ K SUMME ODINOˆNYH POL@SOW PO x I SIMMETRIZACII

PRIWODQT K REZULXTATU:

4∏
n=1

VP
1

x− zn
=

4∑
n=1

VP
1

x− zn

∏
k �=n
VP

1

zn − zk
+
π2

3

∑
l�=n
VP

1

zl − zn
∏
k �=n
k �=l

δ(zn − zk)


+
π2

4

∑
P{z1,...,z4}

VP
δ(x− z1)δ(x− z2)
(z1 − z3)(z2 − z4)

− π4
4∏
n=1

δ(x− zn) . (37)

zDESX INDEKSY k I l PROBEGA@T ZNAˆENIQ 1,2,3,4, ZA ISKL@ˆENIEM ZNAˆENIJ, UKAZANNYH POD

ZNAKAMI SUMMY ILI PROIZWEDENIQ. wO WTOROM SLAGAEMOM W FORMULE (37) SUMMIROWANIE

WEDETSQ PO WSEM PERESTANOWKAM {z1, z2, z3, z4}.
pROCESS DOMNOVENIQ NA PROSTOJ VP -POL@S MOVET BYTX PRODOLVEN I DALEE. pRI “TOM

NA KAVDOM [AGE INDUKCII MY BUDEM POLUˆATX W PRAWOJ ˆASTI PROIZWEDENIE TOLXKO

DWUH VP -POL@SOW PO x, ˆTO W SILU (26) QWLQETSQ HORO[O OPREDELENNYM OB˙EKTOM. pO-

SLE NUVNOGO ˆISLA POWTORENIJ OPERACII MY MOVEM POLUˆITX FORMULU, OPREDELQ@]U@

PROIZWEDENIE L@BOGO ˆISLA PROSTYH VP -POL@SOW. dALEE PUTEM DIFFERENCIROWANIQ PO

PARAMETRAM NAPODOBIE TOGO, KAK “TO UKAZANO W (27), MOVNO POLUˆITX REZULXTAT DLQ PRO-
IZWEDENIQ L@BOGO ˆISLA VP -POL@SOW L@BOJ STEPENI. w SU]NOSTI, UKAZANNAQ PROCEDURA

QWLQETSQ TRIWIALXNOJ, I WWIDU GROMOZDKOSTI FORMUL MY NE WYPISYWAEM POLUˆA@]IESQ

REZULXTATY.

zAKL@ˆENIE

iTAK, ESLI INTEGRAL W SMYSLE GLAWNOGO ZNAˆENIQ OT SINGULQRNYH FUNKCIJ ILI IH PRO-

IZWEDENIJ OKAZYWAETSQ SINGULQRNOJ FUNKCIEJ PARAMETROW INTEGRIROWANIQ, TO ON MOVET
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BYTX DOOPREDELEN W SMYSLE OBOB]ENNYH FUNKCIJ. wOZNIKA@]IJ PRI TAKOM DOOPREDE-
LENII PROIZWOL KONTROLIRUETSQ I MOVET BYTX USTRANEN PUTEM NALOVENIQ USLOWIQ NE-

ZAWISIMOSTI REZULXTATA INTEGRIROWANIQ OT PORQDKA WYˆISLENIQ POWTORNYH INTEGRALOW.
(uKAZANNOE USLOWIE NE EDINSTWENNO, NO ONO ESTESTWENNO WOZNIKAET PRI RE[ENII DOSTATOˆ-

NO [IROKOGO KRUGA ZADAˆ.) w SLUˆAE ODINOˆNOGO POL@SA S VP -PRESKRIPCIEJ POD ZNAKOM

INTEGRALA SOOTWETSTWU@]IJ REZULXTAT OPISYWAETSQ FORMULAMI (10) I (11). sMYSL “TIH

FORMUL SOSTOIT W TOM, ˆTO POL@SA PO PARAMETRAM INTEGRIROWANIQ, WOZNIKA@]IE PRI

OBYˆNOM WYˆISLENII INTEGRALA OT ODINOˆNOGO VP -POL@SA, SLEDUET PONIMATX OPQTX W SMY-

SLE GLAWNOGO ZNAˆENIQ. sLUˆAJ INTEGRALA OT PROIZWEDENIQ DWUH VP -POL@SOW OKAZYWAETSQ

NETRIWIALXNYM, NO MOVET BYTX SWEDEN K SLUˆA@ S ODINOˆNYM VP -POL@SOM c POMO]X@

FORMUL PRIWEDENIQ (26) I (28). sLUˆAJ S MNOGIMI VP -POL@SAMI LEGKO RASSMATRIWAETSQ

PO INDUKCII.
pOLUˆENNYE W NASTOQ]EJ RABOTE REZULXTATY ˆREZWYˆAJNO WAVNY DLQ OSU]ESTWLENIQ

SISTEMATIˆESKOGO OPISANIQ PROCESSOW PARNOGO (MNOVESTWENNOGO) ROVDENIQ I RASPADOW

NESTABILXNYH ˆASTIC W WYS[IH PORQDKAH TEORII WOZMU]ENIJ. oDNAKO WWIDU OˆEWIDNOJ

UNIWERSALXNOSTI, ONI MOGUT BYTX PRIMENENY TAKVE I W L@BOM DRUGOM PRILOVENII, W

KOTOROM WSTREˆA@TSQ POWTORNYE INTEGRALY, SODERVA]IE W PODYNTEGRALXNYH WYRAVENI-

QH SINGULQRNYE FUNKCII, DOOPREDELENNYE W SMYSLE GLAWNOGO ZNAˆENIQ.

aWTOR WYRAVAET BLAGODARNOSTX w.a.pETROWU ZA CENNYE ZAMEˆANIQ, A TAKVE a.i. aLEK-
SEEWU ZA UKAZANIE NA SSYLKU [14] I a.bASSETTO ZA UKAZANIE NA SSYLKU [13].
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