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Â ðàáîòå äàí îáçîð îñíîâíûõ íàïðàâëåíèé íîâîé ìåòîäîëîãèè â ñòàòèñòè÷åñêîì àíàëèçå. Òî-
÷å÷íîå è äîâåðèòåëüíîå îöåíèâàíèå, íàõîæäåíèå p−âåëè÷èí è ïðîâåðêà ãèïîòåç ÿâëÿþòñÿ áàçîâûì
èíñòðóìåíòîì ñòàòèñòèêîâ, çàíèìàþùèõñÿ îáðàáîòêîé ýêñïåðèìåíòàëüíûõ äàííûõ. Äîâåðèòåëüíûå
ðàñïðåäåëåíèÿ, êîòîðûå ìîæíî íàçâàòü �ðàñïðåäåëåíèÿìè îöåíîê ïàðàìåòðîâ�, ÷àñòî îêàçûâàþòñÿ
âåñüìà óäîáíûìè äëÿ ïîñòðîåíèÿ âñåõ ïåðå÷èñëåííûõ âûøå ñòàòèñòè÷åñêèõ ïðîöåäóð.
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This paper reviews the new methodology for statistical inferences. Point estimators, confidence inter-
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be viewed as “distribution estimators”, are often convenient for constructing all of the above statistical
procedures plus more.
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Ââåäåíèå

Â êà÷åñòâå ââåäåíèÿ ñôîðìóëèðóåì íåñêîëüêî ïðîñòûõ ñöåíàðèåâ åñòåñòâåííîãî âîçíèê-
íîâåíèÿ ïîíÿòèé äîâåðèòåëüíàÿ ïëîòíîñòü è äîâåðèòåëüíîå ðàñïðåäåëåíèå.

0.1. Îáùèå èäåè
Åñëè ñóùåñòâóåò ïðîöåäóðà, ïîçâîëÿþùàÿ óñòàíîâèòü âçàèìîîäíîçíà÷íîå ñîîòâåòñòâèå

ìåæäó íàáëþäàåìûì çíà÷åíèåì ñëó÷àéíîé ïåðåìåííîé è äîâåðèòåëüíûì èíòåðâàëîì äëÿ
îöåíèâàåìîãî ïàðàìåòðà ïðîèçâîëüíîãî óðîâíÿ çíà÷èìîñòè, òî âîçìîæíî ðåøåíèå áîëåå
îáùåé çàäà÷è � çàäà÷è âîññòàíîâëåíèÿ ñîîòâåòñòâóþùåé óñëîâíîé ïëîòíîñòè ðàñïðåäåëå-
íèÿ âîçìîæíûõ çíà÷åíèé ïàðàìåòðîâ åäèíñòâåííûì îáðàçîì. Ýòó âîññòàíîâëåííóþ ïëîò-
íîñòü ìîæíî íàçâàòü äîâåðèòåëüíîé ïëîòíîñòüþ, à ñîîòâåòñòâóþùåå åé ðàñïðåäåëåíèå �
äîâåðèòåëüíûì ðàñïðåäåëåíèåì. Òî÷íûå îïðåäåëåíèÿ ýòèõ ïîíÿòèé áóäóò ñôîðìóëèðîâàíû
íåñêîëüêî ïîçæå â ðàçäåëàõ 2 è 4.

Äîâåðèòåëüíîå ðàñïðåäåëåíèå çäåñü ìîæíî èíòåðïðåòèðîâàòü ïî àíàëîãèè ñ èíòåðïðåòà-
öèåé äîâåðèòåëüíîãî èíòåðâàëà. Èç äóàëüíîñòè ìåæäó ïðîâåðêîé ãèïîòåç è äîâåðèòåëüíûì
îöåíèâàíèåì êóìóëÿòèâíàÿ ôóíêöèÿ äîâåðèòåëüíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ äëÿ ïàðàìåòðà θ, îïðå-
äåëåííàÿ äëÿ θ0, ò.å. F (θ0), ÿâëÿåòñÿ p-âåëè÷èíîé â ñëó÷àå ïðîâåðêè ãèïîòåçû H0 : θ ≥ θ0
ïðîòèâ åå îäíîñòîðîííåé àëüòåðíàòèâû. Äàííàÿ ìîäåëü ÿâëÿåòñÿ êîìïàêòíûì ïðåäñòàâëå-
íèåì èíôîðìàöèè îòíîñèòåëüíî ïàðàìåòðà θ, ñîäåðæàùåéñÿ â íàáëþäàåìûõ äàííûõ. Ïðåæ-
äå ÷åì äàííûå íàáëþäàëèñü, äîâåðèòåëüíîå ðàñïðåäåëåíèå åñòü ñëó÷àéíûé ýëåìåíò ñ èí-
òåðâàëîì (F−1(α1), F−1(1−α2)), êîòîðûé ïîêðûâàåò íåèçâåñòíûé ïàðàìåòð ñ âåðîÿòíîñòüþ
1−α1−α2. Ïîñëå íàáëþäåíèÿ äàííûõ ðåàëèçîâàííîå äîâåðèòåëüíîå ðàñïðåäåëåíèå íå ÿâëÿ-
åòñÿ ðàñïðåäåëåíèåì âåðîÿòíîñòåé â ÷àñòîòíîì ñìûñëå. Îíî õàðàêòåðèçóåò ñòåïåíü äîâåðèÿ
ê óñòàíîâëåííîìó äîâåðèòåëüíîìó èíòåðâàëó îòíîñèòåëüíî θ.

0.2. Ïîñòðîåíèå Ð.À. Ôèøåðà
Ðàññìîòðèì ïðèìåð ïîñòðîåíèÿ Ð.À. Ôèøåðà (Efron, 1978; Hampel, 2006).
Ïóñòü äàíà ñëó÷àéíàÿ ïåðåìåííàÿ x ñ ïàðàìåòðîì θ:
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x ∼ N(θ, 1). (1)
Çäåñü ôóíêöèÿ ïëîòíîñòè âåðîÿòíîñòè åñòü

ϕ(x|θ) =
1√
2π

e−
(x−θ)2

2 . (2)

Ìîæíî çàïèñàòü ýòî â âèäå
x = θ + ε, (3)

ãäå ε ∼ N(0, 1) è ïàðàìåòð θ ÿâëÿåòñÿ êîíñòàíòîé.
Ïóñòü x̂ åñòü îäèíî÷íîå íàáëþäåíèå ñëó÷àéíîé ïåðåìåííîé x. Äëÿ íîðìàëüíîãî ðàñ-

ïðåäåëåíèÿ x̂ ÿâëÿåòñÿ íåñìåùåííîé îöåíêîé ïàðàìåòðà θ, ñëåäîâàòåëüíî, θ̂ = x̂ ìîæíî
çàïèñàòü

θ|x̂ = x̂− ε. (4)
Êàê èçâåñòíî, (−ε) ∼ N(0, 1) áëàãîäàðÿ ñèììåòðèè ïëîòíîñòè íîðìàëüíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ
îòíîñèòåëüíî öåíòðàëüíîé òî÷êè, ò.å.

θ|x̂ ∼ N(x̂, 1). (5)
Èòàê, äëÿ êàæäîãî çíà÷åíèÿ x̂ åäèíñòâåííûì îáðàçîì ñòðîèòñÿ äîâåðèòåëüíàÿ ïëîò-

íîñòü ïàðàìåòðà θ

ϕ̃(θ|x̂) =
1√
2π

e−
(x̂−θ)2

2 . (6)

Êàê îòìå÷åíî â ðàáîòå (Hampel, 2006), �Ôèøåð (Fisher, 1930; 1933) äàë êîððåêòíóþ èí-
òåðïðåòàöèþ ýòîãî �çàìàí÷èâîãî� ðåçóëüòàòà. Îäíàêî, íà÷èíàÿ ñ 1935 ã. (Fisher, 1935), Ôè-
øåð ðåàëüíî ïðåäïîëîæèë, ÷òî ñòàòóñ ïàðàìåòðà ìåíÿåòñÿ èç ôèêñèðîâàííîé íåèçâåñòíîé
ïîñòîÿííîé â ñëó÷àéíóþ ïåðåìåííóþ ïðîñòðàíñòâà ïàðàìåòðîâ ñ èçâåñòíûì ðàñïðåäåëåíè-
åì�. 1

Â ïðèíöèïå, íåèçâåñòíûé ïàðàìåòð θ ìîæåò áûòü ñëó÷àéíîé ïåðåìåííîé, åñëè ñàìî ïðî-
èñõîæäåíèå ïàðàìåòðà èìååò ñëó÷àéíóþ ïðèðîäó. Íàïðèìåð, ìàññà øèðîêîãî ðåçîíàíñà
èëè ñîöèîëîãè÷åñêèå ïàðàìåòðû òåñòèðóåìîé ãðóïïû èñïûòóåìûõ ïðè íåêîíòðîëèðóåìîì
ñëó÷àéíîì âíåøíåì âîçäåéñòâèè. Â äàëüíåéøåì äàííàÿ âîçìîæíîñòü â îáçîðå íå ðàññìàò-
ðèâàåòñÿ.

0.3. Ñîîòíîøåíèå ìåæäó ïëîòíîñòüþ âåðîÿòíîñòè ñëó÷àéíîé ïåðåìåííîé è
äîâåðèòåëüíîé ïëîòíîñòüþ ïàðàìåòðà

Ðàññóæäåíèÿ, ïðèâåäåííûå âûøå, âîçìîæíû êàê ñëåäñòâèå òîæäåñòâà
∫ x̂−α1

−∞
ϕ(x|x̂)dx+

∫ x̂+α2

x̂−α1

ϕ̃(θ|x̂)dθ +
∫ ∞

x̂+α2

ϕ(x|x̂)dx = 1, (7)

1Èñòîðèþ è ðàçâèòèå ïîçäíèõ èäåé Ôèøåðà ìîæíî íàéòè â ðàáîòå (Hannig, Iyer & Patterson, 2006).
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ãäå x̂ åñòü íàáëþäàåìîå çíà÷åíèå ñëó÷àéíîé ïåðåìåííîé x, à x̂ − α1 è x̂ + α2 � ãðàíèöû
äîâåðèòåëüíîãî èíòåðâàëà äëÿ ïàðàìåòðà ïîëîæåíèÿ θ.

Íàëè÷èå òîæäåñòâ ýòîãî òèïà (7) ÿâëÿåòñÿ ñâîéñòâîì ñòàòèñòè÷åñêè ñàìîäóàëüíûõ ðàñ-
ïðåäåëåíèé 2 (Bityukov & Krasnikov, 2005; Bityukov, Krasnikov, Smirnova & Taperechkina,
2007):

• íîðìàëüíîãî è íîðìàëüíîãî

ϕ(x|θ, σ) = ϕ̃(θ|x, σ) =
1√
2πσ

e−
(x−θ)2

2σ2 , σ = const ;

• Êîøè è Êîøè

ϕ(x|θ, b) = ϕ̃(θ|x, b) =
b

π(b2 + (x− θ)2)
, b = const ;

• Ëàïëàñà è Ëàïëàñà

ϕ(x|θ, b) = ϕ̃(θ|x, b) =
1
2b
e−

|x−θ|
b , b = const.

Òàêæå ñàìîäóàëüíûìè ðàñïðåäåëåíèÿìè ÿâëÿþòñÿ (Nadarajah, 2008) äâîéíîå ðàñïðå-
äåëåíèå Ðýëåÿ è îòðàæåííîå ãàììà-ðàñïðåäåëåíèå. Òîæäåñòâî (7) ïîçâîëÿåò âîññòàíîâèòü
ñîîòâåòñòâóþùóþ äîâåðèòåëüíóþ ïëîòíîñòü ϕ̃(θ|x̂, . . .) ïàðàìåòðà θ åäèíñòâåííûì îáðàçîì.

0.4. Ñîîòíîøåíèå ìåæäó ïëîòíîñòüþ âåðîÿòíîñòè ñëó÷àéíîé ïåðåìåííîé
è äîâåðèòåëüíîé ïëîòíîñòüþ ïàðàìåòðà â ñëó÷àå àñèììåòðè÷íûõ
ðàñïðåäåëåíèé

Â ñëó÷àå ðàñïðåäåëåíèÿ Ïóàññîíà è ãàììà-ðàñïðåäåëåíèÿ òàêæå âîçìîæåí îáìåí ìåñòà-
ìè ñëó÷àéíîé ïåðåìåííîé è ïàðàìåòðà ïîëîæåíèÿ ïðè ñîõðàíåíèè òîé æå ñàìîé ôîðìóëû
ðàñïðåäåëåíèÿ âåðîÿòíîñòåé:

f(i|θ) = f̃(θ|i) =
θie−θ

i!
.

Â ýòîì ñëó÷àå ìîæíî èñïîëüçîâàòü äðóãîå òîæäåñòâî äëÿ ñâÿçè ìåæäó ïëîòíîñòüþ âåðî-
ÿòíîñòè ñëó÷àéíîé ïåðåìåííîé è äîâåðèòåëüíîé ïëîòíîñòüþ ïàðàìåòðà äëÿ îäíîçíà÷íî-
ãî âîññòàíîâëåíèÿ äîâåðèòåëüíîé ïëîòíîñòè (Bityukov & Krasnikov, 2000; Bityukov, 2002;
Bityukov & Krasnikov, 2003) (ëþáîå äðóãîå ïîñòðîåíèå äîâåðèòåëüíîé ïëîòíîñòè íåñîâìå-
ñòèìî ñ äàííûì òîæäåñòâîì è, ñëåäîâàòåëüíî, íàðóøàåò ñîõðàíåíèå âåðîÿòíîñòè):

2Ïóñòü φ(x, θ) ÿâëÿåòñÿ ôóíêöèåé äâóõ ïåðåìåííûõ. Åñëè òó æå ñàìóþ ôóíêöèþ ìîæíî ðàññìàò-
ðèâàòü êàê ñåìåéñòâî ïëîòíîñòåé âåðîÿòíîñòè ϕ(x|θ) ñëó÷àéíîé ïåðåìåííîé x ñ ïàðàìåòðîì θ è
êàê äðóãîå ñåìåéñòâî ïëîòíîñòåé âåðîÿòíîñòè ϕ̃(θ|x) ñëó÷àéíîé ïåðåìåííîé θ ñ ïàðàìåòðîì x (ò.å.
φ(x, θ) = ϕ(x|θ) = ϕ̃(θ|x)), òî äàííóþ ïàðó ñåìåéñòâ ìîæíî íàçâàòü ñòàòèñòè÷åñêè äóàëüíûìè ðàñïðå-
äåëåíèÿìè.
Åñëè x è θ èãðàþò ñèììåòðè÷íóþ ðîëü (ò.å. ϕ(x|θ) è ϕ̃(θ|x), ïðèíàäëåæàò îäíîìó è òîìó æå ñåìåé-

ñòâó ïëîòíîñòåé), òî òàêèå ðàñïðåäåëåíèÿ íàçûâàþòñÿ ñàìîäóàëüíûìè.
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∞∑

i=x̂+1

f(i|θ1) +
∫ θ2

θ1
f̃(θ|x̂)dθ +

x̂∑

i=0

f(i|θ2) = 1, (8)

äëÿ ëþáûõ äåéñòâèòåëüíûõ θ1 ≥ 0 è θ2 ≥ 0 è íåîòðèöàòåëüíûõ öåëûõ x̂. Äîâåðèòåëüíàÿ
ïëîòíîñòü f̃(θ|i) â äàííîé ôîðìóëå ÿâëÿåòñÿ ïëîòíîñòüþ âåðîÿòíîñòè ãàììà-ðàñïðåäåëåíèÿ
Γ1,i+1.

0.5. Íåÿâíûå ðàñïðåäåëåíèÿ
Â ñòàòüå (Hassairi, Masmoudi & Kokonendji, 2005) ïðåäëîæåí ïîäõîä ê èñïîëüçîâàíèþ

íåÿâíûõ ðàñïðåäåëåíèé äëÿ îöåíêè ïàðàìåòðà. Íåÿâíûå ðàñïðåäåëåíèÿ, ñ îäíîé ñòîðîíû,
íàïîìèíàþò àïîñòåðèîðíîå ðàñïðåäåëåíèå ïàðàìåòðà θ â ïðèñóòñòâèè îïðåäåëåííîãî àïðè-
îðíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ äëÿ θ. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, íåÿâíîå ðàñïðåäåëåíèå ÿâëÿåòñÿ ôèäóöè-
àëüíûì ðàñïðåäåëåíèåì θ â îòñóòñòâèå êàêîãî áû òî íè áûëî àïðèîðíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ
äëÿ θ. Óïðîùåííàÿ íîðìàëüíàÿ ìîäåëü ìîæåò áûòü ïðåäñòàâëåíà â ñëåäóþùåì âèäå:

p(x, θ) =
1√
2π

e−
(x−θ)2

2 ,−∞ < x, θ < ∞. (9)

Òàêèì îáðàçîì, ïðè ôèêñèðîâàííîì θ íàáëþäàåìîå çíà÷åíèå ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû X
ïîä÷èíÿåòñÿ íîðìàëüíîìó èëè Ãàóññîâñêîìó ðàñïðåäåëåíèþ N(θ, 1). Àâòîðû îòìå÷àþò, ÷òî
x è θ èãðàþò ñèììåòðè÷íûå ðîëè (ñì. ïîäðàçäåë 0.2 âî Ââåäåíèè) è, ñëåäîâàòåëüíî, θ ìîæåò
òàêæå áûòü ðàññìîòðåíà êàê Ãàóññîâñêàÿ ñëó÷àéíàÿ ïåðåìåííàÿ ñ ìàòåìàòè÷åñêèì îæèäà-
íèåì, ðàâíûì x. Ôðàçà �íåÿâíîå ðàñïðåäåëåíèå� áûëà ââåäåíà â ðàáîòå (Jφrgenson, 1997).
Â ñòàòüå (Hassairi, Masmoudi & Kokonendji, 2005) íåÿâíûå ðàñïðåäåëåíèÿ îáúÿñíÿþòñÿ ñëå-
äóþùèì îáðàçîì: �Òàê êàê ýòî � óñëîâíîå ðàñïðåäåëåíèå ïàðàìåòðà, îïðåäåëåííîå ÷åðåç
íàáëþäàåìûå äàííûå, íåÿâíîå ðàñïðåäåëåíèå ìîæåò èãðàòü òó ðîëü, êîòîðóþ àïîñòåðèîð-
íîå ðàñïðåäåëåíèå èãðàåò â Áàéåñîâñêîì ïîäõîäå, â ÷àñòíîñòè, äëÿ îöåíêè ïàðàìåòðà."

Êðèòè÷åñêèé àíàëèç ýòîãî ïîäõîäà äàåòñÿ â ñòàòüå (Mukhopadhyay, 2006), â êîòîðîé
îòìå÷àåòñÿ, �÷òî àâòîðû ðàáîòû (Hassairi, Masmoudi & Kokonendji, 2005) ìîãëè áû îòêðû-
âàòü ôèäóöèàëüíûå ðàñïðåäåëåíèÿ Ôèøåðà ñíîâà è ñíîâà� è, â êà÷åñòâå âûâîäà, äåëàåòñÿ
óòâåðæäåíèå î íååäèíñòâåííîñòè �íåÿâíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ� ïðè ïîñòðîåíèè. Òåì íå ìåíåå
íóæíî çàìåòèòü, ÷òî åäèíñòâåííîñòü ðàñïðåäåëåíèé òàêîãî òèïà èìååò ìåñòî âî ìíîãèõ
ñëó÷àÿõ. Íàïðèìåð, òîæäåñòâà (7) è (8) â äàííîì îáçîðå îáåñïå÷èâàþò ñîîòâåòñòâóþùóþ
îäíîçíà÷íîñòü äëÿ óïîìÿíóòûõ âûøå ñòàòèñòè÷åñêè äóàëüíûõ ðàñïðåäåëåíèé.

1. Íåìíîãî èñòîðèè

Òî÷å÷íîå è äîâåðèòåëüíîå îöåíèâàíèå, îïðåäåëåíèå p-âåëè÷èí â òå÷åíèå äîëãîãî âðåìåíè
ÿâëÿþòñÿ áàçîâûì èíñòðóìåíòîì ñòàòèñòèêîâ-÷àñòîòíèêîâ. Äîâåðèòåëüíûå ðàñïðåäåëåíèÿ,
êîòîðûå ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê �ðàñïðåäåëåíèå îöåíîê�, ÷àñòî îêàçûâàþòñÿ âîñòðåáîâàí-
íûìè ïðè ïîñòðîåíèè âñåõ óêàçàííûõ âûøå ïðîöåäóð è äàþò äîïîëíèòåëüíûå âîçìîæíîñòè.
Ïîíÿòèå äîâåðèòåëüíîå ðàñïðåäåëåíèå âîçíèêëî èç ïîíÿòèÿ ôèäóöèàëüíîå ðàñïðåäåëåíèå,
ââåäåííîãî Ôèøåðîì (Fisher, 1930); îäíàêî äîâåðèòåëüíûå ðàñïðåäåëåíèÿ ðàññìàòðèâàþòñÿ
êàê ÷èñòî ÷àñòîòíàÿ êîíöåïöèÿ. Âìåñòå ñ òåì, êàê óêàçàíî â ðàáîòå (Schweder & Hjort, 2002),
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äàííàÿ êîíöåïöèÿ ÿâëÿåòñÿ �Íåéìàíîâñêîé èíòåðïðåòàöèåé ôèäóöèàëüíûõ ðàñïðåäåëåíèé
Ôèøåðà (Neyman J., 1941)�.

Ðàçâèòèå ïîíÿòèÿ äîâåðèòåëüíûå ðàñïðåäåëåíèÿ øëî îò ñòàòüè (Fisher, 1930) ÷åðåç
ðàçëè÷íûå èññëåäîâàíèÿ (ïåðå÷èñëèì òîëüêî íåêîòîðûå èç íèõ): Êîëìîãîðîâà (Êîëìî-
ãîðîâ, 1942), Ïèòìýíà (Pitman, 1957), Ýôðîíà (Efron, 1993; 1998), Ôðýçåðà (Fraser, 1991;
1996), Ëåìàíà (Lehmann, 1993), Ñèíãõà, Êñèå è Ñòðîäåðìàíà (Singh, Xie & Strawderman,
2001, 2007), Øâåäåðà è Õüåðòà (Schweder & Hjort, 2002, 2003) è äðóãèõ. Â ðàáîòàõ Áè-
òþêîâà (Bityukov, 2002), Áèòþêîâà è Êðàñíèêîâà (Bityukov & Krasnikov, 2000, 2003, 2005)
ðàçâèâàëñÿ ïîäõîä ê âîññòàíîâëåíèþ äîâåðèòåëüíîé ïëîòíîñòè ïàðàìåòðà ÷åðåç íàõîæäå-
íèÿ è èñïîëüçîâàíèå ñîîòâåòñòâóþùèõ ñâÿçåé ìåæäó ñëó÷àéíîé ïåðåìåííîé è ïàðàìåòðà-
ìè. Ïîëó÷åííûå ðåçóëüòàòû áûëè ïðîâåðåíû ìåòîäàìè Ìîíòå-Êàðëî (Bityukov, Medvedev,
Smirnova & Zernii, 2004), (Barkova, Bityukov, Smirnova, Taperechkina, 2006).

Âàæíûì íàïðàâëåíèåì ïðàêòè÷åñêîãî èñïîëüçîâàíèÿ äîâåðèòåëüíûõ ðàñïðåäåëåíèé ÿâ-
ëÿåòñÿ ìåòà-àíàëèç 3. Ïîñëåäîâàòåëüíàÿ òåîðèÿ êîìáèíèðîâàíèÿ èíôîðìàöèè ðàçëè÷íûõ
íåçàâèñèìûõ èñòî÷íèêîâ ÷åðåç èñïîëüçîâàíèå äîâåðèòåëüíûõ ðàñïðåäåëåíèé ïðåäëîæåíà â
ðàáîòå (Singh, Xie & Strawderman, 2005). Íåäàâíî ïðåäëîæåí ìåòîä (Bickel, 2006) âêëþ÷å-
íèÿ ýêñïåðòíûõ çíàíèé ïðè êîìáèíèðîâàíèè îáîáùåííûõ äîâåðèòåëüíûõ ðàñïðåäåëåíèé â
÷àñòîòíîì ïîäõîäå. Ñâîéñòâà äîâåðèòåëüíûõ ïëîòíîñòåé ìîæíî èñïîëüçîâàòü ïðè ïîñòðî-
åíèè êîìáèíèðîâàííîé çíà÷èìîñòè ïðåâûøåíèÿ ñèãíàëà íàä ôîíîì (Bityukov, Krasnikov &
Nikitenko, 2006).

Òàêèì îáðàçîì, ðàññìàòðèâàåìàÿ ìåòîäîëîãèÿ àêòèâíî ðàçâèâàåòñÿ. Îáçîð ñòðîèòñÿ â
îñíîâíîì íà ñëåäóþùèõ ðàáîòàõ: Singh, Xie & Strawderman (2005, 2007), Schweder (2003),
Bityukov, Krasnikov (2003), Bityukov, Krasnikov, Smirnova & Taperechkina (2007). Â òåêñòå,
ïî âîçìîæíîñòè, èñïîëüçîâàíû îáîçíà÷åíèÿ èç îðèãèíàëüíûõ ðàáîò ñ ñîîòâåòñòâóþùèìè
îáúÿñíåíèÿìè òàì, ãäå ýòî íåîáõîäèìî.

2. Äîâåðèòåëüíûå ðàñïðåäåëåíèÿ (Singh, Xie & Strawderman, 2005)

Ïðåäïîëîæèì X1, X2, . . . , Xn åñòü n íåçàâèñèìûõ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí ñ ôóíêöèåé ðàñ-
ïðåäåëåíèÿ F è χ � âûáîðî÷íîå ïðîñòðàíñòâî, ñîîòâåòñòâóþùåå âîçìîæíûì íàáîðàì äàí-
íûõ Xn = (X1, X2, . . . , Xn)T . Äàëåå, ïóñòü θ � ïàðàìåòð àññîöèèðîâàííûé ñ F (F ìîæåò
ñîäåðæàòü òàêæå íåçíà÷èìûå ïàðàìåòðû) è ïóñòü Θ � ïðîñòðàíñòâî ïàðàìåòðîâ.

Îïðåäåëåíèå 1:Ôóíêöèÿ Hn(·) = Hn(Xn, (·)), îïðåäåëåííàÿ íà χ×Θ → [0, 1], íàçûâàåòñÿ
äîâåðèòåëüíûì ðàñïðåäåëåíèåì äëÿ ïàðàìåòðà θ, åñëè
(i) äëÿ êàæäîãî çàäàííîãî Xn ∈ χ, Hn(·) ÿâëÿåòñÿ íåïðåðûâíîé êóìóëÿòèâíîé ôóíêöèåé
ðàñïðåäåëåíèÿ;
(ii) äëÿ èñòèííîãî çíà÷åíèÿ ïàðàìåòðà θ = θ0,Hn(θ0) = Hn(Xn, θ0), êàê ôóíêöèÿ âûáîðêè
Xn, èìååò ðàâíîìåðíîå ðàñïðåäåëåíèå U(0, 1) 4.

Ôóíêöèÿ Hn(·) íàçûâàåòñÿ àñèìïòîòè÷åñêèì äîâåðèòåëüíûì ðàñïðåäåëåíèåì,
åñëè òðåáîâàíèå (ii) çàìåíèòü íà (ii)`: äëÿ çíà÷åíèÿ θ = θ0, Hn(Xn, θ0)

W→ U(0, 1) ïðè
n→ +∞ è îïóñòèòü óñëîâèå íåïðåðûâíîñòè äëÿ Hn(·).

3Ñîâðåìåííûé òåðìèí äëÿ íàïðàâëåíèÿ ñòàòèñòè÷åñêîãî àíàëèçà, çàíèìàþùåãîñÿ îáúåäèíåíèåì ðåçóëü-
òàòîâ ðàçëè÷íûõ ýêñïåðèìåíòîâ (íàïðèìåð, Hedges & Olkin, 1985, Cousins, 2007).

4Â ñëó÷àå ñòàòèñòè÷åñêè äóàëüíûõ ðàñïðåäåëåíèé, ðàññìîòðåííûõ âûøå, ýòî ñëåäóåò ïðÿìî èç ñóùå-
ñòâîâàíèÿ òîæäåñòâ, ïîäîáíûõ òîæäåñòâàì (7) èëè (8).
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Íàçîâåì â ñëó÷àå ñóùåñòâîâàíèÿ hn(θ) = H
′
n(θ) äîâåðèòåëüíîé ïëîòíîñòüþ.

Ïóíêò (i) òðåáóåò, ÷òîáû ôóíêöèÿ Hn(·) áûëà ôóíêöèåé ðàñïðåäåëåíèÿ äëÿ êàæäîé
âûáîðêè.

Ïóíêò (ii) ïîäðàçóìåâàåò òî, ÷òî ôóíêöèÿ Hn(·) çàäàåò èíôîðìàöèþ íà âåðîÿòíîñòíîé
øêàëå, è ýòî îáåñïå÷èâàåò íàõîæäåíèå äîâåðèòåëüíûõ èíòåðâàëîâ è p-âåëè÷èí.

Ýòî ñëåäóåò èç îïðåäåëåíèÿ äîâåðèòåëüíûõ ðàñïðåäåëåíèé ïðè óñëîâèè θ < θ0, Hn(θ)
sto≤

1 − Hn(θ) è θ > θ0, 1 − Hn(θ)
sto≤ Hn(θ). Çäåñü çíàê

sto≤ îçíà÷àåò ñòîõàñòè÷åñêîå ñðàâíåíèå
äâóõ ñëó÷àéíûõ ïåðåìåííûõ, ò.å. åñëè äëÿ äâóõ ñëó÷àéíûõ ïåðåìåííûõ Y1 è Y2 âûïîëíåíî
P (Y1 ≤ t) ≥ P (Y2 ≤ t) ïðè âñåõ t, òî Y1

sto≤ Y2. Òàêèì îáðàçîì, äîâåðèòåëüíîå ðàñïðåäåëå-
íèå ðàáîòàåò, â íåêîòîðîì ñìûñëå, ïîäîáíî ñòðåëêå êîìïàñà. Îíî óêàçûâàåò íàïðàâëåíèå
â ñòîðîíó θ0 â ñëó÷àå θ 6= θ0, ïðèäàâàÿ ñòîõàñòè÷åñêè áîëüøå ìàññû òîé ñòîðîíå (ëåâîé
èëè ïðàâîé) îò θ, êîòîðàÿ ñîäåðæèò θ0. Êîãäà îíè ñîâïàäàþò, òî Hn(θ) = Hn(θ0) èìååò
ðàâíîìåðíîå ðàñïðåäåëåíèå U [0, 1] è, òàêèì îáðàçîì, íå èíôîðìàòèâíî â ñìûñëå âûáîðà
íàïðàâëåíèÿ.

Ïóñòü äëÿ êàæäîãî α íà èíòåðâàëå (0, 1) ïîëóèíòåðâàë (−∞, ξn(α)] áóäåò 100α% ëåâî-
ñòîðîííèì äîâåðèòåëüíûì èíòåðâàëîì, ãäå ξn(α) = ξn(Xn, α) íåïðåðûâíà è óâåëè÷èâàåòñÿ
ïî α äëÿ êàæäîé âûáîðêè Xn. Òîãäà Hn(·) = ξ−1

n (·) áóäåò äîâåðèòåëüíûì ðàñïðåäåëåíèåì.
Â ýòîì ñëó÷àå

{Xn : Hn(θ) ≤ α} = {Xn : θ ≤ ξn(α)} (10)
äëÿ ëþáûõ α íà èíòåðâàëå (0, 1) è θ èç Θ ⊆ R. Òàêèì îáðàçîì, ïðè θ = θ0, P{Hn(θ0) ≤ α} =
α è Hn(θ0) èìååò ðàâíîìåðíîå ðàñïðåäåëåíèå U(0, 1).

3. Èíôîðìàöèÿ äëÿ ñòàòèñòè÷åñêîãî âûâîäà, ñîäåðæàùàÿñÿ â
äîâåðèòåëüíîì ðàñïðåäåëåíèè (Singh, Xie & Strawderman, 2005)

Äîâåðèòåëüíîå ðàñïðåäåëåíèå ñîäåðæèò êîëè÷åñòâî èíôîðìàöèè, ñîïîñòàâèìîå, íî íå-
ñêîëüêî îòëè÷íîå îò ñîäåðæàùåãîñÿ â ðàñïðåäåëåíèÿõ, ïîñòðîåííûõ â ðàìêàõ Áàéåñîâñêîãî
ïîäõîäà. Äîâåðèòåëüíîå ðàñïðåäåëåíèå (èëè àñèìïòîòè÷åñêè äîâåðèòåëüíîå), ïîëó÷åííîå èç
ôóíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ âåðîÿòíîñòåé, ìîæåò òàêæå èíòåðïðåòèðîâàòüñÿ êàê àïîñòåðèîðíîå
ðàñïðåäåëåíèå â îáúåêòèâíîì Áàéåñîâñêîì âûâîäå.

3.1. Ïðèìåðû
Ïðèìåð 1. Ñðåäíåå è äèñïåðñèÿ íîðìàëüíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ: Ïîëîæèì X1, X2, . . . , Xn

ÿâëÿåòñÿ âûáîðêîé èç N(µ, σ2), ñ µ è σ2 íåèçâåñòíûìè. Äîâåðèòåëüíîå ðàñïðåäåëåíèå µ
åñòü Hn(y) = Ftn−1(

y − X̄

sn/
√
n

), ãäå X̄ è s2 ÿâëÿþòñÿ, ñîîòâåòñòâåííî, ñðåäíèì è äèñïåðñèåé
âûáîðêè, è Ftn−1(·) � êóìóëÿòèâíàÿ ôóíöèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ Ñòüþäåíòà tn−1. Äîâåðèòåëíîå

ðàñïðåäåëåíèå äëÿ σ2 åñòü Hn(y) = 1 − Fχ2
n−1

(
(n− 1)s2n

y
) äëÿ y ≥ 0, ãäå Fχ2

n−1
(·) ÿâëÿåòñÿ

êóìóëÿòèâíîé ôóíêöèåé χ2
n−1-ðàñïðåäåëåíèÿ.
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Ïðèìåð 2. Ôóíêöèÿ p-âåëè÷èí (ïðîöåíòíûõ âåëè÷èí): Äëÿ ëþáîãî çàäàííîãî θ̃ ïóñòü
pn(θ̃) = pn(Xn, θ̃) áóäåò p-âåëè÷èíîé äëÿ îäíîñòîðîííåãî òåñòà ïðîâåðêè ãèïîòåçû K0 :
θ ≤ θ̃ ïðîòèâ ãèïîòåçû K0 : θ > θ̃. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî p-âåëè÷èíà âîçìîæíà äëÿ âñåõ θ̃.
Ôóíêöèþ pn(·) íàçîâåì ôóíêöèåé p-âåëè÷èíû. Îáû÷íî äëÿ èñòèííîãî çíà÷åíèÿ θ = θ0,
pn(θ0) êàê ôóíêöèÿ Xn ÿâëÿåòñÿ òî÷íî (èëè àñèìïòîòè÷åñêè) U(0, 1)-ðàñïðåäåëåííîé. Òàê-
æå Hn(·) = pn(·) äëÿ êàæäîé ôèêñèðîâàííîé âûáîðêè ÿâëÿåòñÿ êóìóëÿòèâíîé ôóíêöèåé
ðàñïðåäåëåíèÿ. Òàêèì îáðàçîì, îáû÷íî pn(·) óäîâëåòâîðÿåò òðåáîâàíèÿì íà äîâåðèòåëüíûå
ðàñïðåäåëåíèÿ (èëè íà àñèìïòîòè÷åñêè äîâåðèòåëüíûå).

Ïðèìåð 3. Ôóíêöèè ïðàâäîïîäîáèÿ: Ñóùåñòâóåò ñâÿçü ìåæäó ïîíÿòèÿìè àñèìïòîòè÷å-
ñêè äîâåðèòåëüíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ è ðàçëè÷íûìè òèïàìè ôóíêöèé ïðàâäîïîäîáèÿ. Â ïîêà-
çàòåëüíûõ ñåìåéñòâàõ è ïðîôèëü ïðàâäîïîäîáèÿ è ïñåâäîïðàâäîïîäîáèå (Efron, 1993) ÿâ-
ëÿþòñÿ àñèìïòîòè÷åñêè äîâåðèòåëüíûìè ðàñïðåäåëåíèÿìè ïîñëå íîðìàëèçàöèè. Â ðàáîòå
(Singh, Xie & Strawderman 2001) ïðèâîäèòñÿ ôîðìàëüíîå äîêàçàòåëüñòâî, êîòîðîå ïîêàçû-
âàåò, ÷òî el∗n(θ) ïðîïîðöèîíàëüíî ïëîòíîñòè àñèìïòîòè÷åñêè äîâåðèòåëüíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ
äëÿ ïàðàìåòðà θ, ãäå l∗n(θ) = ln(θ)− ln(θ̂), ln(θ) ÿâëÿåòñÿ ëîãàðèôìè÷åñêîé ôóíêöèåé ïðàâ-
äîïîäîáèÿ, à θ̂ åñòü îöåíêà ìàêñèìóìà ïðàâäîïîäîáèÿ äëÿ ïàðàìåòðà θ.

3.2. Ñòàòèñòè÷åñêèé âûâîä: êðàòêîå îáîáùåíèå
• Äîâåðèòåëüíûé èíòåðâàë.Ïî îïðåäåëåíèþ, èíòåðâàëû (−∞,H−1

n (1−α)], [H−1
n (α),+∞)

è (H−1
n (α/2),H−1

n (1−α/2)) îáåñïå÷èâàþò èíòåðâàëû 100(1−α)% -íîãî óðîâíÿ äîâåðèÿ
ðàçëè÷íîãî âèäà äëÿ ïàðàìåòðà θ, äëÿ ëþáîãî α ∈ (0, 1). Òî÷íî òàê æå ýòî ñïðàâåä-
ëèâî äëÿ àñèìïòîòè÷åñêè äîâåðèòåëüíûõ èíòåðâàëîâ, äëÿ êîòîðûõ çàäàííûé óðîâåíü
äîâåðèÿ äîñòèãàåòñÿ â ïðåäåëå.

• Òî÷å÷íîå îöåíèâàíèå. Åñòåñòâåííûé âûáîð òî÷å÷íûõ îöåíîê íà ïàðàìåòð θ, çàäàí-
íûì Hn(θ), âêëþ÷àåò ìåäèàíó Mn = H−1

n (1/2), ñðåäíåå θ̄ =
∫ ∞

−∞
tdHn(t) è ìîäó

θ̂ = arg maxθhn(θ), hn(θ) = H
′
n(θ) ïëîòíîñòè äîâåðèòåëüíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ.

• Ïðîâåðêà ãèïîòåç. Èç äîâåðèòåëüíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ ëåãêî ïîëó÷èòü p-âåëè÷èíû äëÿ
ðåøåíèÿ ðàçëè÷íûõ ïðîáëåì ïðè ïðîâåðêå ãèïîòåç. Â ðàáîòå (Fraser, 1991) èçó÷àëèñü
íåêîòîðûå àñïåêòû ôóíêöèé îò p-âåëè÷èí. Åñòåñòâåííî ðàññìàòðèâàòü ìåðó òîãî, êàê
Hn(·) ïîääåðæèâàåò íóëåâóþ ãèïîòåçó. Âîçìîæíû äâà òèïà ïîääåðæêè:

1. Ñèëüíàÿ ïîääåðæêà ps(C) =
∫

C
dHn(θ).

2. Ñëàáàÿ ïîääåðæêà pw(C) = supθ∈C2min(Hn(θ), 1−Hn(θ)).
Åñëè ãèïîòåçà K0 òðåáóåò ïîêðûòèÿ ïàðàìåòðà ïîëóèíòåðâàëîì âèäà (−∞, θ0] èëè
[θ0,+∞) èëè îáúåäèíåíèåì êîíå÷íîãî ÷èñëà èíòåðâàëîâ, òî ñèëüíàÿ ïîääåðæêà ps(C)
âåäåò ê êëàññè÷åñêèì p-âåëè÷èíàì.
Åñëè ãèïîòåçà K0 ÿâëÿåòñÿ òðåáîâàíèåì íà ñîâïàäåíèå ÷èñåë, òàê ÷òî K0 åñòü θ = θ0,
òî ñëàáàÿ ïîääåðæêà pw(C) âåäåò ê êëàññè÷åñêèì p-âåëè÷èíàì.
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3.3. Êîìáèíèðîâàíèå äîâåðèòåëüíûõ ðàñïðåäåëåíèé
Ïîíÿòèå äîâåðèòåëüíàÿ ïëîòíîñòü ïðèâëåêàòåëüíî äëÿ çàäà÷ êîìáèíèðîâàíèÿ èíôîðìà-

öèè. Îñíîâíîé ïðè÷èíîé çäåñü ÿâëÿåòñÿ òî, ÷òî äîâåðèòåëüíûå ðàñïðåäåëåíèÿ îòíîñèòåëüíî
ëåãêî ñòðîÿòñÿ è èíòåðïðåòèðóþòñÿ, à òàêæå ñîäåðæàò â ñåáå äîñòàòî÷íîå êîëè÷åñòâî èí-
ôîðìàöèè î ïàðàìåòðå θ.

ÏóñòüH1(y), . . . , HL(y) åñòü L íåçàâèñèìûõ äîâåðèòåëüíûõ ðàñïðåäåëåíèé ñ îäíèì è òåì
æå èñòèííûì çíà÷åíèåì θ0 ïàðàìåòðà. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ïðîèçâîëüíàÿ íåïðåðûâíàÿ ôóíê-
öèÿ gc(U1, . . . , UL), îòîáðàæàþùàÿ [0, 1]L íà R, ìîíîòîííà ïî êàæäîé êîîðäèíàòå. Îáùèé
ïîäõîä ê îáúåäèíåíèþ îöåíîê â çàâèñèìîñòè îò gc(U1, . . . , UL) ìîæíî îïèñàòü ñëåäóþùèì
îáðàçîì.

Îïðåäåëèì Hc(U1, . . . , UL) = Gc(gc(U1, . . . , UL)), ãäå Gc(·) ÿâëÿåòñÿ íåïðåðûâíîé êóìó-
ëÿòèâíîé ôóíêöèåé gc(U1, . . . , UL) è U1, . . . , UL � íåçàâèñèìûå ðàâíîìåðíî ðàñïðåäåëåííûå
(U(0, 1)) ñëó÷àéíûå ïåðåìåííûå.

Îáîçíà÷èì Hc(y) = Hc(H1(y), . . . ,HL(y)). Ëåãêî ïðîâåðèòü, ÷òî Hc(y) ÿâëÿåòñÿ äîâåðè-
òåëüíûì ðàñïðåäåëåíèåì äëÿ ïàðàìåòðà θ. Íàçîâåì Hc(y) êîìáèíèðîâàííûì äîâåðèòåëü-
íûì ðàñïðåäåëåíèåì. Åñëè çàäà÷à ñîñòîèò òîëüêî â ïîëó÷åíèè êîìáèíèðîâàííîãî àñèìïòî-
òè÷åñêîãî äîâåðèòåëüíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ, òî â ôóíêöèè gc ìîæíî ïîçâîëèòü èñïîëüçîâàíèå
âûáîðî÷íîé îöåíêè.

Ïóñòü F0(·) áóäåò ëþáîé íåïðåðûâíîé êóìóëÿòèâíîé ôóíêöèåé ðàñïðåäåëåíèÿ è F−1
0 (·)

áóäåò ñîîòâåòñòâóþùåé îáðàòíîé ôóíêöèåé. Óäîáíûì ñïåöèàëüíûì ïðèìåðîì ôóíêöèè gc
ÿâëÿåòñÿ

gc(U1, . . . , UL) = F−1
0 (U1) + . . .+ F−1

0 (UL).

Â ýòîì ñëó÷àå Gc(·) = F0∗. . .∗F0(·), ãäå ∗ îáîçíà÷àåò ñâåðòêó. Òî÷íî òàê æå, êàê ïðè êîì-
áèíèðîâàíèè p-âåëè÷èí, ýòîò îáùèé ðåöåïò êîìáèíèðîâàíèÿ äîâåðèòåëüíûõ ðàñïðåäåëåíèé
ëåãêî è ïðîñòî îñóùåñòâèòü. Âîò íåñêîëüêî ïðèìåðîâ F0:

• F0(t) = Φ(t) � êóìóëÿòèâíàÿ ôóíêöèÿ ñòàíäàðòíîãî íîðìàëüíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ. Â
ýòîì ñëó÷àå

HNM (y) = Φ(
1√
L

[Φ−1(H1(y)) + . . .+ Φ−1(HL(y))]).

• F0(t) = 1− e−t, äëÿ t ≥ 0, � êóìóëÿòèâíàÿ ôóíêöèÿ ñòàíäàðòíîãî ýêñïîíåíöèàëüíîãî
ðàñïðåäåëåíèÿ (ñî ñðåäíèì 1). Çäåñü êîìáèíèðîâàííûì äîâåðèòåëüíûì ðàñïðåäåëå-
íèåì áóäåò (èçâåñòíûé ìåòîä îìíèáóñà Ôèøåðà)

HE1(y) = P (χ2
2L ≤ −2

L∑

i=1

log(1−Hi(y))),

ãäå χ2
2L åñòü χ2-ðàñïðåäåëåííàÿ ñëó÷àéíàÿ ïåðåìåííàÿ ñ 2L ñòåïåíÿìè ñâîáîäû.
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• F0(t) = 1
2e
t1(t≤0) + (1 − 1

2e
−t)1(t≥0), îáîçíà÷àåìàÿ äàëüøå êàê DE(t), êóìóëÿòèâíàÿ

ôóíêöèÿ ñòàíäàðòíîãî äâîéíîãî ýêñïîíåíöèàëüíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ, ãäå 1(·) èíäèêà-
òîðíàÿ ôóíêöèÿ. Òîãäà êîìáèíèðîâàííûì äîâåðèòåëüíûì ðàñïðåäåëåíèåì áóäåò

HDE(y) = DEL(DE−1(H1(y)) + . . .+DE−1(HL(y))),

ãäå DEL(t) = DE ∗ . . . ∗ DE(t) åñòü êîíâîëþöèÿ L êîïèé DE(t) (êîìáèíèðîâàíèå
äâîéíîãî ýêñïîíåíöèàëüíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ ìàêñèìèçèðóåò íàêëîí Áàõàäóðà).

4. Äîâåðèòåëüíûå ðàñïðåäåëåíèÿ � äðóãèå ïîäõîäû

4.1. Äîâåðèòåëüíûå ðàñïðåäåëåíèÿ è ïèâîòû (Schweder, 2003)
Ðàññìîòðèì ñòàòèñòè÷åñêóþ ìîäåëü äëÿ äàííûõX. Ìîäåëü ñîñòîèò èç ñåìåéñòâà ðàñïðå-

äåëåíèé âåðîÿòíîñòåé äëÿ X, çàâèñÿùèõ îò âåêòîðíîãî ïàðàìåòðà (ψ, χ), ãäå ψ � îñíîâíîé
ñêàëÿðíûé ïàðàìåòð à χ � âåêòîð íåçíà÷èìûõ ïàðàìåòðîâ.

Îïðåäåëåíèå 2 : Îäíîïàðàìåòðè÷åñêîå ðàñïðåäåëåíèå, çàâèñÿùåå îò âûáîðêè, äëÿ ïà-
ðàìåòðà ψ ñ êóìóëÿòèâíîé ôóíêöèåé ðàñïðåäåëåíèÿ C(ψ;X) è ñ ôóíêöèåé êâàíòèëåé
C−1(α;X) ÿâëÿåòñÿ òî÷íûì äîâåðèòåëüíûì ðàñïðåäåëåíèåì, åñëè

Pψ,χ(ψ ≤ C−1(α;X)) = Pψ,χ(C−1(α;X) ≤ α) = α

äëÿ âñåõ α ∈ (0, 1) è äëÿ âñåõ ðàñïðåäåëåíèé âåðîÿòíîñòåé â ñòàòèñòè÷åñêîé ìîäåëè.
Ïî îïðåäåëåíèþ, ñëó÷àéíûé èíòåðâàë (−∞, C−1(α;X)) ïîêðûâàåò ψ ñ âåðîÿòíîñòüþ α,

è ýòî åñòü ìåòîä îäíîñòîðîííåãî äîâåðèòåëüíîãî èíòåðâàëà ñ âåðîÿòíîñòüþ ïîêðûòèÿ ïàðà-
ìåòðà α. Èíòåðâàë (C−1(α;X), C−1(β;X)) ïî òåì æå ñàìûì ïðè÷èíàì áóäåò ïîêðûâàòü ψ ñ
âåðîÿòíîñòüþ β − α, è ýòî åñòü ìåòîä ïîñòðîåíèÿ äîâåðèòåëüíîãî èíòåðâàëà ñ ñîîòâåòñòâó-
þùåé âåðîÿòíîñòüþ ïîêðûòèÿ. Ïîñëå òîãî, êàê äàííûå íàáëþäåíû X = x, ÷èñëåííî ðåàëè-
çîâàííûé èíòåðâàë (C−1(α;x), C−1(β;x)) áóäåò èëè ïîêðûâàòü èëè íå ïîêðûâàòü èñòèííîå
çíà÷åíèå ïàðàìåòðà ψ. Ñòåïåíü äîâåðèÿ β − α, ñîîòâåòñòâóþùàÿ ðåàëèçîâàííîìó èíòåðâà-
ëó, íàñëåäóåò âåðîÿòíîñòü ïîêðûòèÿ ñëó÷àéíîãî èíòåðâàëà. Äîâåðèòåëüíîå ðàñïðåäåëåíèå
èìååò òå æå ñàìûå äóàëüíûå ñâîéñòâà. Äî íàáëþäåíèÿ (àïðèîðè) äîâåðèòåëüíîå ðàñïðåäå-
ëåíèå åñòü ñëó÷àéíûé îáúåêò ñ âåðîÿòíîñòíûìè ñâîéñòâàìè. Ïîñëå íàáëþäåíèÿ âûáîðêè
(àïîñòåðèîðè) äîâåðèòåëüíîå ðàñïðåäåëåíèå ÿâëÿåòñÿ ðàñïðåäåëåíèåì äîâåðèÿ, àññîöèîíè-
ðîâàííûì ñ èíòåðâàëüíûìè óòâåðæäåíèÿìè. Äëÿ ïðîñòîòû â äàëüíåéøåì ñòåïåíü äîâåðèÿ
áóäåì íàçûâàòü äîâåðèåì.

Ðåàëèçîâàííîå äîâåðèå C(ψ;x) åñòü p-âåëè÷èíà îäíîñòîðîííåé ãèïîòåçû H0 : ψ ≤ ψ0

ïðîòèâ ψ > ψ0, êîãäà íàáëþäàåìûå äàííûå åñòü x. Àïðèîðíîå äîâåðèå C(ψ;X) ïî îïðåäå-
ëåíèþ ðàñïðåäåëåíî ðàâíîìåðíî. p-âåëè÷èíà � ýòî òîëüêî ïðåîáðàçîâàíèå òåñòîâîé ñòàòè-
ñòèêè â îáùóþ øêàëó ðàâíîìåðíûõ ðàñïðåäåëåíèé (àïðèîðíûõ). Ðåàëèçîâàííàÿ p-âåëè÷èíà
ïðè ïðîâåðêå äâóñòîðîííåé ãèïîòåçû H0 : ψ = ψ0 ïðîòèâ ψ 6= ψ0 åñòü 2 min{C(ψ0), 1 −
C(ψ0)}.

Äîâåðèòåëüíûå ðàñïðåäåëåíèÿ ëåãêî ïîñòðîèòü, êîãäà ìîæíî èäåíòèôèöèðîâàòü íåêî-
òîðûå ñòðóêòóðû, íàçûâàåìûå ïèâîòàìè 5 (Barndor�-Nielsen & Cox, 1994).

5Pivot � òî÷êà îïîðû, îñü âðàùåíèÿ. Èíîãäà pivotal functions â íàøåé ëèòåðàòóðå íàçûâàþò öåíòðàëüíû-
ìè ôóíêöèÿìè (Óèëêñ, 1967). Ñàìîäóàëüíîñòü â (7) ýêâèâàëåíòíà ñóùåñòâîâàíèþ ëèíåéíîãî è ñèììåòðè÷íî
ðàñïðåäåëåííîãî ïèâîòà.
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Ôóíêöèÿ äàííûõ è îñíîâíîãî ïàðàìåòðà p(X,ψ) ÿâëÿåòñÿ ïèâîòîì, åñëè ðàñïðåäåëå-
íèå âåðîÿòíîñòåé p(X,ψ) ÿâëÿåòñÿ òåì æå ñàìûì äëÿ âñåõ (ψ, χ) è ôóíêöèÿ p(X,ψ)
óâåëè÷èâàåòñÿ ïî ψ äëÿ ïî÷òè âñåõ x.

Åñëè îñíîâûâàòüñÿ íà ïèâîòå ñ êóìóëÿòèâíîé ôóíêöèåé ðàñïðåäåëåíèÿ F , òî êóìóëÿ-
òèâíûì äîâåðèòåëüíûì ðàñïðåäåëåíèåì áóäåò

C(X,ψ) = F (p(X,ψ)).

Ïî îïðåäåëåíèþ, äîâåðèòåëüíîå ðàñïðåäåëåíèå ñóùåñòâóåò òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà
ñóùåñòâóåò ðàâíîìåðíî ðàñïðåäåëåííûé ïèâîò, ò. å.

C(X,ψ) ∼ U .

Ïðèìåð: ëèíåéíîñòü è íîðìàëüíîñòü
Â ëèíåéíîé íîðìàëüíîé ìîäåëè ëèíåéíûé ïàðàìåòð µ èìååò íîðìàëüíî ðàñïðåäåëåííóþ

îöåíêó µ̂ è íåçàâèñèìóþ îöåíêó ñòàíäàðòíîãî îòêëîíåíèÿ σ̂. Òîãäà

µ− µ̂

σ̂
∼ tν

îçíà÷àåò, ÷òî âûðàæåíèå ñëåâà èìååò t-ðàñïðåäåëåíèå Ñòüþäåíòà ñ ν ñòåïåíÿìè ñâîáîäû
íåçàâèñèìî îò ïàðàìåòðîâ µ è σ è, òàêèì îáðàçîì, ïèâîò. Ñ Fν , ÿâëÿþùåéñÿ êóìóëÿòèâíûì
t-ðàñïðåäåëåíèåì,

C(µ) = Fν(
µ− µ̂

σ̂
)

áóäåò äîâåðèòåëüíûì ðàñïðåäåëåíèåì Ñòüþäåíòà.
Ôèäóöèàëüíûé àðãóìåíò Ôèøåðà â ýòîì ñëó÷àå çâó÷èò òàê:

µ− µ̂

σ̂
∼ tν =⇒ µ ∼ µ̂+ σ̂tν ,

è îçíà÷àåò, ÷òî äîâåðèòåëüíîå ðàñïðåäåëåíèå åñòü t-ðàñïðåäåëåíèå, íîðìèðîâàííîå ïîñðåä-
ñòâîì σ̂ è ëîêàëèçîâàííîå ÷åðåç µ̂. Ýòî åñòü àïðèîðíàÿ ñïåöèôèêàöèÿ ñ µ̂ è σ̂, ðàññìàò-
ðèâàåìûìè êàê ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû äî èçìåðåíèé, è àïîñòåðèîðíàÿ � ñ íàáëþäàåìûìè
çíà÷åíèÿìè ýòèõ ïåðåìåííûõ.

Âûáîðî÷íûå ðàñïðåäåëåíèÿ äëÿ îöåíêè ñòàíäàðòíîé îøèáêè ñâÿçàíû ñ õè-êâàäðàò ðàñ-
ïðåäåëåíèåì χ2

ν . Ýòî çàäàåòñÿ ÷åðåç ïèâîò

σ̂

σ
∼

√
χ2
ν

ν
,

ò.å. äîâåðèòåëüíîå ðàñïðåäåëåíèå

C(σ) = σ̂

√
ν

χ2
ν

.
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Âûáîðî÷íûå ðàñïðåäåëåíèÿ îòëè÷íû îò äîâåðèòåëüíûõ ðàñïðåäåëåíèé. Âûáîðî÷íîå ðàñ-
ïðåäåëåíèå îöåíêè ψ̂ ïðè íàáëþäåíèè ψ = ψ̂obs èìååò êóìóëÿòèâíóþ ôóíêöèþ ðàñïðåäåëå-
íèÿ

S(ψ) = Pψ̂obs
(ψ̂ ≤ ψ) = Fψ̂obs

(ψ).

Îäíàêî êóìóëÿòèâíîå äîâåðèòåëüíîå ðàñïðåäåëåíèå ÿâëÿåòñÿ p-âåëè÷èíîé:

C(ψ) = Pψ(ψ̂ > ψ̂obs) = 1− Fψ(ψ̂obs).

4.2. Ïðåîáðàçîâàíèå ìåæäó ïðîñòðàíñòâîì íàáëþäàåìûõ âåëè÷èí è
ïðîñòðàíñòâîì âîçìîæíûõ çíà÷åíèé ïàðàìåòðà (Bityukov, Krasnikov,
Smirnova & Taperechkina, 2007)

Êàê îáñóæäàëîñü âûøå, âîññòàíîâëåíèå äîâåðèòåëüíîé ïëîòíîñòè åäèíñòâåííî, åñëè
èìåþò ìåñòî ñîîòâåòñòâóþùèå òîæäåñòâà, íàïðèìåð (7) èëè (8). Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî ñóùåñòâó-
åò ïðåîáðàçîâàíèå (êàê äëÿ ïàðû ñåìåéñòâ ðàñïðåäåëåíèé Ïóàññîíà è ãàììà-ðàñïðåäåëåíèé,
òàê è äëÿ ñàìîäóàëüíûõ ðàñïðåäåëåíèé)

ϕ̃(θ|x̂) = Tcdx̂ (11)
ìåæäó ïðîñòðàíñòâîì ðåàëèçàöèé x̂ ñëó÷àéíîé ïåðåìåííîé x (ñ ïëîòíîñòüþ âåðîÿòíîñòè
ϕ(x|θ)) è ïðîñòðàíñòâîì âîçìîæíûõ çíà÷åíèé ïàðàìåòðà θ (ñ ïëîòíîñòüþ âåðîÿòíîñòè ϕ̃(θ|x̂)).
Çäåñü Tcd ÿâëÿåòñÿ îïåðàòîðîì ïðåîáðàçîâàíèÿ. Ýòî ïðåîáðàçîâàíèå ïîçâîëÿåò èñïîëüçî-
âàòü ñòàíäàðòíûå ñòàòèñòè÷åñêèå ìåòîäû ðàáîòû ñî ñëó÷àéíîé ïåðåìåííîé äëÿ îöåíêè íåèç-
âåñòíîãî ïàðàìåòðà.

Ïðîñòåéøèé ïðèìåð ýòîãî äàåòñÿ ïðè ðàáîòå ñî ñëó÷àéíûìè ïåðåìåííûìè èç îäíîãî
ñåìåéñòâà ðàñïðåäåëåíèé, ñóììà êîòîðûõ ïîä÷èíÿåòñÿ òîìó æå ñàìîìó ðàñïðåäåëåíèþ.
Êàê èçâåñòíî, ðàñïðåäåëåíèå Ïóàññîíà, ãàììà, íîðìàëüíîå è Êîøè-ðàñïðåäåëåíèÿ îáëà-
äàþò ýòèì ñâîéñòâîì (ò.å. ñóììà íåçàâèñèìûõ è èäåíòè÷íî ðàñïðåäåëåííûõ ñëó÷àéíûõ âå-
ëè÷èí, ïîä÷èíÿþùèõñÿ îäíîìó èç ïåðå÷èñëåííûõ âûøå ðàñïðåäåëåíèé, òàêæå ïîä÷èíÿåòñÿ
ðàñïðåäåëåíèþ èç òîãî æå ñåìåéñòâà). Ïðèìåíèâ ïðåîáðàçîâàíèå (11) ê òàêîé ñóììå, ìîæ-
íî âîññòàíîâèòü äîâåðèòåëüíóþ ïëîòíîñòü ïàðàìåòðà äëÿ ñëó÷àÿ íåñêîëüêèõ íàáëþäåíèé.
Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî ìîæíî óñòàíîâèòü ñâÿçü

ϕ̃(nθ|x̂1 + x̂2 + . . .+ x̂n) = Tcd(x̂1 + x̂2 + . . .+ x̂n), (12)
ãäå Tcd åñòü îïåðàòîð ïðåîáðàçîâàíèÿ (11), íàáîð x̂1, x̂2, . . . , x̂n åñòü íàáëþäåííàÿ âûáîð-
êà. Èñïîëüçóÿ ýòó ñâÿçü, âîññòàíàâëèâàåòñÿ äîâåðèòåëüíàÿ ïëîòíîñòü ïàðàìåòðà θ, ò.å.
ϕ̃(θ|x̂1, x̂2, . . . , x̂n).

Èñïîëüçîâàíèå äîâåðèòåëüíîé ïëîòíîñòè â ýòîì ñëó÷àå ìîæíî ïåðåôîðìóëèðîâàòü â
ðàìêàõ Áàéåñîâñêîãî ïîäõîäà.

Ðàññìîòðèì, íàïðèìåð, ðàñïðåäåëåíèå Êîøè. Â ïðåäëîæåííîì ïîäõîäå ïðåäïîëàãàåò-
ñÿ, ÷òî ïàðàìåòð θ � íåñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà è, ñëåäîâàòåëüíî, äî èçìåðåíèé íåëüçÿ îò-
äàòü ïðåäïî÷òåíèå êàêîìó-íèáóäü èç âîçìîæíûõ çíà÷åíèé ïàðàìåòðà, ò.å. âñå âîçìîæíûå
çíà÷åíèÿ ïàðàìåòðà ðàâíîâåðîÿòíû, è àïðèîðíûì ðàñïðåäåëåíèåì θ ÿâëÿåòñÿ ðàâíîìåð-
íîå ðàñïðåäåëåíèå π(θ) = const. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî íàáëþäàëîñü çíà÷åíèå x̂1, è àïðèîðíîå
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ðàñïðåäåëåíèå îáíîâëÿåòñÿ ïîñðåäñòâîì ïðåîáðàçîâàíèÿ (11), ÷òîáû ïîëó÷èòü ïëîòíîñòü
ϕ̃(θ|x̂1), êîòîðàÿ ÿâëÿåòñÿ ïëîòíîñòüþ ðàñïðåäåëåíèÿ Êîøè. Ýòà ïëîòíîñòü ñòàíîâèòñÿ íî-
âûì àïðèîðíûì ðàñïðåäåëåíèåì ïåðåä î÷åðåäíûì íàáëþäåíèåì x̂2. Ëåãêî ïîêàçàòü, ÷òî
â ñëó÷àå íàáëþäåíèÿ x̂2 âîññòàíîâëåííàÿ äîâåðèòåëüíàÿ ïëîòíîñòü (èëè ñëåäóþùåå íîâîå
àïðèîðíîå ðàñïðåäåëåíèå) åñòü ϕ̃(2θ|x̂1 + x̂2) 6 è òàêæå ÿâëÿåòñÿ ïëîòíîñòüþ ðàñïðåäåëåíèÿ
Êîøè. Ïî èíäóêöèè ýòîò àðãóìåíò ðàñïðîñòðàíÿåòñÿ íà ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ëþáîãî ÷èñëà
íàáëþäåíèé (ñì. (12)). Êàæäîå íîâîå íàáëþäåíèå x̂i îáåñïå÷èâàåò íîâóþ äîâåðèòåëüíóþ
ïëîòíîñòü ïàðàìåòðà

ϕ̃(θ|x̂1, x̂2, . . . , x̂i) ⇐ ϕ̃(iθ|x̂1 + x̂2 + . . .+ x̂i), i = 1, n.

Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî ïîñòðîåíà èòåðàòèâíàÿ ïðîöåäóðà

ϕ̃(θ|x̂1, x̂2, . . . , x̂n−1, x̂n) = Tpd(ϕ̃(θ|x̂1, x̂2, . . . , x̂n−1), x̂n), (13)
ãäå Tpd � îïåðàòîð ïðåîáðàçîâàíèÿ ìåæäó àïðèîðíîé äîâåðèòåëüíîé ïëîòíîñòüþ
ϕ̃(θ|x̂1, x̂2, . . . , x̂n−1) è àïîñòåðèîðíîé äîâåðèòåëüíîé ïëîòíîñòüþ ϕ̃(θ|x̂1, x̂2, . . . , x̂n−1, x̂n) ïà-
ðàìåòðà θ.

Îòìåòèì, ÷òî àïðèîðíàÿ äîâåðèòåëüíàÿ ïëîòíîñòü çäåñü åñòü òîëüêî ðåçóëüòàò ïðÿ-
ìûõ âû÷èñëåíèé âåðîÿòíîñòåé â ðàìêàõ ïðåîáðàçîâàíèÿ Tpd ñ èñïîëüçîâàíèåì çíàíèÿ î çà-
êîíå ðàñïðåäåëåíèÿ ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû, ò.å. äîâåðèòåëüíàÿ ïëîòíîñòü ñòðîèòñÿ áåç êàêèõ-
íèáóäü ïðåäïîëîæåíèé îá àïðèîðíîì ðàñïðåäåëåíèè. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, ëþáîå àïðèîðíîå
çíàíèå î ðàñïðåäåëåíèè ïàðàìåòðà â ñëó÷àå ñëó÷àéíîé ïðèðîäû ïàðàìåòðà ìîæåò áûòü
âñòðîåíî â äàííóþ ïðîöåäóðó ïîëó÷åíèÿ äîâåðèòåëüíûõ ïëîòíîñòåé áåç îñîáûõ ñëîæíî-
ñòåé.

5. Ïðèìåíåíèÿ äîâåðèòåëüíûõ ðàñïðåäåëåíèé

5.1. Äîâåðèòåëüíûå èíòåðâàëû íà ñèãíàë ïðè íàëè÷èè íåîòäåëèìîãî
ôîíà (Bityukov, Krasnikov, Smirnova & Taperechkina, 2007)

Äîâåðèòåëüíàÿ ïëîòíîñòü � ýòî áîëåå èíôîðìàòèâíîå ïîíÿòèå, ÷åì äîâåðèòåëüíûé èí-
òåðâàë. Íàïðèìåð, ãàììà-ðàñïðåäåëåíèå Γ1,n̂+1 ÿâëÿåòñÿ äîâåðèòåëüíîé ïëîòíîñòüþ ïàðà-
ìåòðà ðàñïðåäåëåíèÿ Ïóàññîíà â ñëó÷àå n̂ íàáëþäåííûõ ñîáûòèé èç Ïóàññîíîâñêîãî ïîòîêà
ñîáûòèé. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî ìîæíî âîññòàíîâèòü ëþáîé äîâåðèòåëüíûé èíòåðâàë (íàèìåíü-
øåé äëèíû, öåíòðàëüíûé, . . . ) ïðÿìûì âû÷èñëåíèåì ïëîòíîñòè ãàììà-ðàñïðåäåëåíèÿ. Ïðî-
èëëþñòðèðóåì ýòî ïðåèìóùåñòâî ïðîñòûì ïðèìåðîì.

Ïóñòü èçó÷àåòñÿ ðàñïðåäåëåíèå Ïóàññîíà, îáðàçîâàííîå äâóìÿ êîìïîíåíòàìè, òàêæå
ïîä÷èíÿþùèìèñÿ ðàñïðåäåëåíèþ Ïóàññîíà: ñèãíàëüíàÿ êîìïîíåíòà ñ íåèçâåñòíûì ïàðà-
ìåòðîì µs è ôîíîâàÿ êîìïîíåíòà ñ èçâåñòíûì ïàðàìåòðîì µb. ×òîáû ïîñòðîèòü äîâåðèòåëü-
íûé èíòåðâàë äëÿ íåèçâåñòíîãî ïàðàìåòðà µs â ñëó÷àå íàáëþäåíèÿ n̂ ñîáûòèé, íåîáõîäèìî
íàéòè äîâåðèòåëüíóþ ïëîòíîñòü f̃(µs|n̂).

6Êàê èçâåñòíî, åñëè ϕ(x1|θ1, b1) = b1
π(b21+(x1−θ1)2)

è ϕ(x2|θ2, b2) = b2
π(b22+(x2−θ2)2)

, òî ϕ(x1 + x2|θ1 + θ2, b1 +

b2) = b1+b2
π((b1+b2)2+((x1+x2)−(θ1+θ2))2)

ñî ñòàòèñòè÷åñêè äóàëüíûì ðàñïðåäåëåíèåì ϕ̃(θ1 + θ2|x1 + x2, b1 + b2) =
b1+b2

π((b1+b2)2+((x1+x2)−(θ1+θ2))2)
. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî ìîæíî âîññòàíîâèòü ϕ̃(θ|x̂1, x̂2) , èñïîëüçóÿ ϕ̃(2θ|x̂1 + x̂2, 2b)

(â äàííîì ñëó÷àå θ1 = θ2 = θ and b1 = b2 = b).
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Ñíà÷àëà ðàññìîòðèì ïðîñòåéøèé ñëó÷àé n̂ = ŝ + b̂ = 1. Çäåñü ŝ åñòü ÷èñëî ñèãíàëüíûõ
ñîáûòèé è b̂ � ÷èñëî ôîíîâûõ ñîáûòèé, ñîäåðæàùèõñÿ ñðåäè íàáëþäåííûõ n̂ ñîáûòèé.

b̂ ìîæåò áûòü ðàâíî ëèáî 0, ëèáî 1. Èçâåñòíî, ÷òî b̂ ðàâíî 0 ñ âåðîÿòíîñòüþ

p0 = P (b̂ = 0) =
µ0
b

0!
e−µb = e−µb (14)

è b̂ ðàâíî 1 ñ âåðîÿòíîñòüþ

p1 = P (b̂ = 1) =
µ1
b

1!
e−µb = µbe

−µb . (15)

Ñîîòâåòñòâåííî,

P (b̂ = 0|n̂ = 1) = P (ŝ = 1|n̂ = 1) =
p0

p0 + p1

è

P (b̂ = 1|n̂ = 1) = P (ŝ = 0|n̂ = 1) =
p1

p0 + p1
.

Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî äîâåðèòåëüíàÿ ïëîòíîñòü f̃(µs|n̂ = 1) ðàâíà âçâåøåííîé ñóììå ñîîò-
âåòñòâóþùèõ äîâåðèòåëüíûõ ïëîòíîñòåé f̃(µs|ŝ = 0) è f̃(µs|ŝ = 1)

f̃(µs|n̂ = 1) = P (ŝ = 1|n̂ = 1)f̃(µs|ŝ = 1) + P (ŝ = 0|n̂ = 1)f̃(µs|ŝ = 0), (16)
ãäå äîâåðèòåëüíàÿ ïëîòíîñòü f̃(µs|ŝ = 0) � ýòî ãàììà-ðàñïðåäåëåíèå Γ1,1 ñ ïëîòíîñòüþ
âåðîÿòíîñòè

f̃(µs|ŝ = 0) = e−µs ,

è äîâåðèòåëüíàÿ ïëîòíîñòü f̃(µs|ŝ = 1) � òîæå ãàììà-ðàñïðåäåëåíèå Γ1,2 ñ ïëîòíîñòüþ
âåðîÿòíîñòè

f̃(µs|ŝ = 1) = µse
−µs .

Êàê ðåçóëüòàò, äîâåðèòåëüíàÿ ïëîòíîñòü ïàðàìåòðà µs ðàâíà

f̃(µs|n̂ = 1) =
µs + µb
1 + µb

e−µs . (17)

Èñïîëüçóÿ ýòó ôîðìóëó äëÿ f̃(µs|n̂ = 1), äîâåðèòåëüíûé èíòåðâàë, íàïðèìåð íàèìåíüøåé
äëèíû, ìîæíî ïîñòðîèòü äîñòàòî÷íî ïðîñòî.

Òî÷íî òàê æå ìîæíî ïîñòðîèòü äîâåðèòåëüíóþ ïëîòíîñòü ïàðàìåòðà f̃(µs|n̂) äëÿ ëþáîãî
çíà÷åíèÿ n̂ è µb. Çäåñü ìû èñïîëüçóåì äîâåðèòåëüíóþ ïëîòíîñòü f̃(µs|ŝ = i), i = 0, n̂ èç
(8). Ñìåøèâàÿ âìåñòå äîâåðèòåëüíûå ïëîòíîñòè ñ ñîîòâåòñòâóþùèìè âåñàìè (ïî àíàëîãèè
ñ (16)), ìîæíî âû÷èñëèòü äîâåðèòåëüíóþ ïëîòíîñòü

f̃(µs|n̂) =
(µs + µb)n̂

n̂!
n̂∑

i=0

µib
i!

e−µs . (18)
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Ýòî èçâåñòíàÿ ôîðìóëà (Helene, 1988; Zech, 1989; D'Agostini G., 1999). ×èñëåííûå ðå-
çóëüòàòû âû÷èñëåíèé äîâåðèòåëüíûõ èíòåðâàëîâ íàèìåíüøåé äëèíû ïî äàííîé ôîðìóëå
ñîâïàäàþò ñ ðåçóëüòàòàìè, ïîëó÷åííûìè â Áàéåñîâñêîì ïîäõîäå â ïðåäïîëîæåíèè ðàâíî-
ìåðíîãî àïðèîðíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ ïàðàìåòðà.

5.2. Îöåíêà êà÷åñòâà ïëàíèðóåìîãî ýêñïåðèìåíòà (Bityukov & Krasnikov, 2003)
Ðàññìîòðèì îöåíèâàíèå êà÷åñòâà ïëàíèðóåìîãî ýêñïåðèìåíòà êàê åùå îäèí ïðèìåð èñ-

ïîëüçîâàíèÿ äîâåðèòåëüíîé ïëîòíîñòè. Çäåñü èñïîëüçóåòñÿ ïîäõîä, îñíîâàííûé íà àíàëèçå
íåîïðåäåëåííîñòè, êîòîðàÿ èìååò ìåñòî ïðè ðàññìîòðåíèè áóäóùåé ïðîâåðêè ãèïîòåçû î
íàáëþäåíèè íîâîãî ÿâëåíèÿ â ïëàíèðóåìîì ýêñïåðèìåíòå. Ñíîâà ðàññìàòðèâàåòñÿ ðàñïðå-
äåëåíèå Ïóàññîíà ñ ïàðàìåòðîì µ, è âñå îáîçíà÷åíèÿ ïðåäûäóùåãî ïîäðàçäåëà ñîõðàíåíû.

Ïðîâåðÿåòñÿ ïðîñòàÿ ñòàòèñòè÷åñêàÿ ãèïîòåçà
H0: íîâîå ÿâëåíèå ñóùåñòâóåò (ò.å. µ = µs + µb )

ïðîòèâ ïðîñòîé àëüòåðíàòèâíîé ãèïîòåçû
H1: íîâîå ÿâëåíèå îòñóòñòâóåò (ò.å. µ = µb).
Âåëè÷èíà íåîïðåäåëåííîñòè îïðåäåëÿåòñÿ âåðîÿòíîñòüþ îòâåðãíóòü ãèïîòåçó H0, åñëè

íîâîå ÿâëåíèå ñóùåñòâóåò (îøèáêà I ðîäà α), è âåðîÿòíîñòüþ ïðèíÿòü ãèïîòåçó H0, åñëè
ñïðàâåäëèâà ãèïîòåçà H1 (îøèáêà II ðîäà β). Ýòà íåîïðåäåëåííîñòü õàðàêòåðèçóåò ðàçäå-
ëèìîñòü ãèïîòåç ïðè íåêîòîðîì âûáîðå êðèòè÷åñêîé îáëàñòè.

Ïóñòü îáå âåëè÷èíû µs è µb, êîòîðûå îïðåäåëåíû â ïðåäûäóùåì ïîäðàçäåëå, òî÷íî
èçâåñòíû. Â ýòîì ïðîñòåéøåì ñëó÷àå îøèáêè I è II ðîäà, êîòîðûå áóäóò èìåòü ìåñòî ïðè
ïðîâåðêå ãèïîòåçû H0 ïðîòèâ ãèïîòåçû H1, ìîæíî çàïèñàòü ñëåäóþùèì îáðàçîì:





α =
nc∑

i=0

f(i|µs + µb),

β = 1−
nc∑

i=0

f(i|µb),
(19)

ãäå f åñòü ôóíêöèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ âåðîÿòíîñòåé äëÿ ðàñïðåäåëåíèÿ Ïóàññîíà, à nc åñòü
êðèòè÷åñêàÿ âåëè÷èíà.

Ïóñòü âåëè÷èíû µ̂s = ŝ è µ̂b = b̂ èçâåñòíû, íàïðèìåð èç Ìîíòå-Êàðëî ýêñïåðèìåíòà ñ
èíòåãðàëüíîé ñâåòèìîñòüþ 7, êîòîðàÿ òî÷íî ñîâïàäàåò ñ èíòåãðàëüíîé ñâåòèìîñòüþ ïëàíè-
ðóåìîãî ýêñïåðèìåíòà. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî çíà÷åíèÿ µs è µb èçâåñòíû ñ íåîïðåäåëåííîñòüþ
è ýòó íåîïðåäåëåííîñòü íóæíî âêëþ÷èòü â ñèñòåìó óðàâíåíèé (19). Êàê áûëî ïîêàçàíî
(Bityukov, 2002) (ñì. â òîé æå ññûëêå îáîáùåíèå äëÿ ïðîèçâîëüíîé èíòåãðàëüíîé ñâåòèìî-
ñòè Ìîíòå-Êàðëî ýêñïåðèìåíòà), ó÷åò ýòîé íåîïðåäåëåííîñòè ïðèâîäèò ê ñèñòåìå óðàâíåíèé

7Èíòåãðàëüíàÿ ñâåòèìîñòü ÿâëÿåòñÿ ìåðîé èíòåíñèâíîñòè ñòîëêíîâåíèÿ ÷àñòèö â ýêñïåðèìåíòàõ íà êîë-
ëàéäåðàõ. Â òåîðèè ðàññåÿíèÿ è óñêîðèòåëüíîé ôèçèêå ïîä ñâåòèìîñòüþ ïîíèìàåòñÿ ÷èñëî ÷àñòèö, ïàäàþ-
ùèõ íà åäèíèöó ïëîùàäè â åäèíèöó âðåìåíè, óìíîæåííîå íà íåïðîçðà÷íîñòü ìèøåíè, êîòîðàÿ ó÷èòûâàåò
ñå÷åíèå âçàèìîäåéñòâèÿ ÷àñòèöû ñ ìèøåíüþ. Èíòåãðàëüíàÿ ñâåòèìîñòü, ñîîòâåòñòâåííî, ÿâëÿåòñÿ èíòåãðà-
ëîì ñâåòèìîñòè ïî âðåìåíè.
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



α =
∫ ∞

0
f̃(µ|ŝ+ b̂)

nc∑

i=0

f(i|µ)dµ =
nc∑

i=0

Ci
ŝ+b̂+i

2ŝ+b̂+i+1
,

β = 1−
∫ ∞

0
f̃(µ|b̂)

nc∑

i=0

f(i|µ)dµ = 1−
nc∑

i=0

Ci
b̂+i

2b̂+i+1
,

(20)

ãäå êðèòè÷åñêóþ âåëè÷èíó nc äëÿ ïðîâåðêè ãèïîòåçû î íàáëþäàåìîñòè íîâîãî ÿâëåíèÿ ìîæ-
íî âûáðàòü, íàïðèìåð, â ñîãëàñèè ñ òåñòîì ðàâíîé âåðîÿòíîñòè, à CiN îçíà÷àåò N !

i!(N − i)!
.

Îòìåòèì, ÷òî â äàííîì ñëó÷àå ðàñïðåäåëåíèå Ïóàññîíà ÿâëÿåòñÿ àïðèîðíûì ðàñïðå-
äåëåíèåì îæèäàåìûõ âåðîÿòíîñòåé, à îòðèöàòåëüíîå áèíîìèàëüíîå ðàñïðåäåëåíèå (ðàñ-
ïðåäåëåíèå Ïàñêàëÿ) ÿâëÿåòñÿ àïîñòåðèîðíûì ðàñïðåäåëåíèåì îæèäàåìûõ âåðîÿòíîñòåé
äëÿ ñëó÷àéíîé ïåðåìåííîé. Äàííîå ïðåîáðàçîâàíèå åñòü ïðåîáðàçîâàíèå îöåíåííûõ äîâå-
ðèòåëüíûõ ïëîòíîñòåé f̃(µ|ŝ + b̂) è f̃(µ|b̂) (ïëîòíîñòè âåðîÿòíîñòè äëÿ ñîîòâåòñòâóþùèõ
Γ−ðàñïðåäåëåíèé) â ïðîñòðàíñòâî îæèäàåìûõ âåëè÷èí ñëó÷àéíîé ïåðåìåííîé. Òàêèì îá-
ðàçîì, ìû ïðåäñêàçûâàåì âåðîÿòíîñòè âîçìîæíûõ ðåàëèçàöèé ñëó÷àéíîé ïåðåìåííîé, ò.å.
âåðîÿòíîñòè èñõîäà èçìåðåíèé ñ ó÷åòîì íåîïðåäåëåííîñòåé â îöåíåííûõ âåëè÷èíàõ ïàðà-
ìåòðîâ.

Çàêëþ÷åíèå

Ïîíÿòèå äîâåðèòåëüíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ, êàê ÷àñòîòíàÿ êîíöåïöèÿ, ÿâëÿåòñÿ ñóùåñòâåí-
íî Íåéìàíîâñêîé èíòåðïðåòàöèåé ôèäóöèàëüíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ Ôèøåðà. Îíî ñîäåðæèò
èíôîðìàöèþ äëÿ ÷àñòîòíîãî âûâîäà ëþáîãî âèäà. Äîâåðèòåëüíîå ðàñïðåäåëåíèå � ýòî ïðÿ-
ìîå îáîáùåíèå äîâåðèòåëüíîãî èíòåðâàëà è ÿâëÿåòñÿ óäîáíûì èíñòðóìåíòîì ïðåäñòàâëåíèÿ
ðåçóëüòàòîâ ñòàòèñòè÷åñêîãî âûâîäà.

Â êîíòåêñòå äîâåðèòåëüíûõ ðàñïðåäåëåíèé áóäåò óìåñòíûì ïðèâåñòè öèòàòó Áðýäëè
Ýôðîíà (Efron, 1998) ïî ïîâîäó ôèäóöèàëüíûõ ðàñïðåäåëåíèé Ôèøåðà: �. . .Ìîæíî ñäåëàòü
ïðåäñêàçàíèå íà 21-å ñòîëåòèå: îò ñòàòèñòèêîâ áóäóò òðåáîâàòü ðåøåíèÿ âñå áîëåå ñëîæíûõ
ïðîáëåì. ß âåðþ â òî, ÷òî ìåòîäû îáúåêòèâíîãî Áàéåñîâñêîãî ïîäõîäà áóäóò ðàçâèâàòüñÿ
äëÿ èõ ðåøåíèÿ è ÷òî ÷òî-íèáóäü âðîäå ôèäóöèàëüíîãî âûâîäà áóäåò èãðàòü âàæíóþ ðîëü
â ýòîì ðàçâèòèè. Ìîæåò áûòü ñàìîå ãëàâíîå çàáëóæäåíèå Ôèøåðà ñòàíåò áîëüøèì õèòîì
21-ãî âåêà!�

Àâòîðû áëàãîäàðíû Â.Á. Ãàâðèëîâó, Â.À. Êà÷àíîâó, Ë. Ëàéîíñó è Â.À. Ìàòâååâó çà
ïîääåðæêó äàííîé ðàáîòû. Ìíîãèå èäåè ðàáîòû îôîðìèëèñü â îáñóæäåíèÿõ è ñïîðàõ ñ
Ê. Âóëüö, Ñ. Ãëåéçåðîì, À.Ì. Ãîðäååíêî, Ã. Êîâàíîì, Ð.Ä. Êóçèíñîì, À. Íèêèòåíêî è
Â.À. Òàïåðå÷êèíîé. Ñóùåñòâåííûé âêëàä â ðàáîòó ñîâåòàìè è âàæíûìè ññûëêàìè âíåñëè
Ë. Äåìîðòüåð, Ä. Êîêñ, Ì. Êñèå, Ê. Ñèíãõ è Á. Ýôðîí. Îñîáåííî õîòèì îòìåòèòü ïëîäîòâîð-
íûå äèñêóññèè ñ ñîòðóäíèêàìè ÈÔÂÝ Ïðîòâèíî Â.Á. Àíèêååâûì, Þ.Ï. Ãóçîì, Í.Â. Ìèíàå-
âûì, Â.Ô. Îáðàçöîâûì, Ñ.À. Ñàäîâñêèì, Â.Â. Ñìèðíîâîé, Ì.Í. Óõàíîâûì, Þ.À. Õàðëîâûì
è ñîòðóäíèêàìè ÈßÈ ÐÀÍ Þ.Ì. Àíäðååâûì, Ñ.Í. Ãíèíåíêî, À.Ë. Êàòàåâûì, À.Í. Òîðî-
ïèíûì.

Ðàáîòà ïîääåðæàíà ãðàíòàìè ÐÔÔÈ 07-02-00256 è 08-02-91007.
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